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OZET

Bu calismada ¢eki demirindeki gerilme analizi sonlu elemanlar metoduyla yapilmistir. Sonlu eleman modelinin
kurulmasinda dort diigiimlii izoparametrik elemanlar kullanilmis olup interpolasyon fonksiyonu olarak ise
Lagrange polinomlart alinmistir. Eleman agmin olusturulmasit i¢in ayri bir program yapilmis ve elemanlar
otomatik olarak elde edilmistir. Sonlu elemanlar i¢in de 6zel bilgisayar programi gelistirilmistir. Ele alinan ¢eki
demirinde artik gerilmeleri hesaplayabilmek igin elasto-plastik gerilme analizi yapilmistir. Elasto plastik gerilme
analizinde yiiklemeler 400 daN’dan 1000 daN’a kadar 100 daN’luk artislarla yiiklenerek gerilme degerleri
hesaplanmustir. Bu analizde ‘“Baslangi¢ gerilmesi metodu” kullanilmustir.

Anahtar Kelimeler : Elasto-plastik gerilme analizi, Sonlu elemanlar yontemi

ELASTO-PLASTIC FINITE ELEMENT
ANALYSIS OF HOOK’S JOINT

ABSTRACT

In this study, stress analysis has been done in Hooke’s joint by the finite element method. In finite element
meshing, isoparametric quadrilateral elements with four nodes has been chosen and Lagrange polynomial has
been used as the interpolation function. The special computer program has been written for the automatic mesh
generation. In addition the other program has been developed to solve the finite element problems. Elasto-plastic
stress analysis is done to calculate the residual stresses in hooke’s joint. Elasto-plastic stress values are calculated
under loading from 400 daN to 1000 daN with increment of 100 daN. In this analysis “The initial stress method”
is used.

Key Words: Elasto-plastic stress analysis, Finite element method

1. GiRis neticeler veren ve ilgililerce gegerli bir ¢6ziim
teknigi oldugu kabul edilen niimerik bir yontemdir.

Miihendislik problemlerinin pek cogunda caligma Bu yontemle bir ¢ok bilim dalinda degisik
sartlari, yiikleme durumlari, yap1 ve deney hatalari problemler ele alinip ¢6zilmistir.
kesin olarak bilinemez. Bu ylizden ¢ogu zaman bir
kisim diizenleme parametrelerine basvurmak gerekir. Ortotropik yapidaki iki boyutlu elemanlarda gerilme
Genellikle deney sonuglari ile ayni degerlerin elde analizi iggen elemanlar kullanilarak sonlu elemanlar
edilebildigi yaklasik ¢oziimleme teknikleri kolaylik, yontemiyle incelenmistir (Nakamura 1984).
ucuzluk gibi Ozellikleri sebebiyle tercih edilir.
Yaklagik ¢6ziim yontemlerinden biri olan Sonlu Sonlu elemanlarla c¢esitli makina elemanlarindaki
Elemanlar Yontemi 6zellikle son yillarda ¢ok hizli gerilme analizi i¢in Galarkin yaklagimi ve potansiyel
islem yapan bilgisayarlarm etkinligi ile biyik enerji prensibi iizerinde calisilarak ¢ézliim bolgesini
gelismeler gostererek  kesin  ¢oziimlere yakin CAD sistemleri ile entegre edilerek miihendislik
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uygulamalaria elastik bolgede onemli kolayliklar
getirilmistir (Chandrupatla 1991, Ashok 1991).

Iki ve {i¢ boyutlu elasto-plastik davramslari,
gelistirilen baglangig gerilmesi yontemi ile izah
edilmis ve bunun sonlu elemanlarla ¢oziimleri
gosterilmistir (Zienkiewicz 1979).

Sonlu  elemanlar yontemi ile transmisyon
zincirlerinin yan plakalarinda gerilme analizi
yapilarak pim delikleri civarinda gerilme dagilimlar
ortaya konulmustur (Topcu 1991).

Donen izotropik ve ortotropik disklerde sonlu
elemanlar yontemi ile izoparametrik elemanlar
kullanarak gelistirilen 6zel bilgisayar programu ile

gerilme analizi yapilmistir (Karakuzu, Sayman
1994).

Bu ¢alismada ¢eki demirinde elasto-plastik gerilme
analizi yapilmustir. Cesitli yiikleme durumlarina gére
plastik bolgenin  yayihisi  gosterilmistir.  Kritik
kesitlerde ¢esitli yiikkleme durumlarina gore elasto-
plastik gerilme dagilimi verilmistir.

2. ELASTO-PLASTIK GERILME
HESABI

Malzemelerin elasto-plastik gerilme hesab1 igin
gesitli yontemler vardir. Genelde ii¢ temel prensibe
dayanir (Mahapatra and Rasgupta 1988).

a) Direngenlik matrisi degisimi yontemi,

b) Baslangi¢ sekil degisimi yontemi,

c¢) Baglangi¢ gerilme yontemi.

Direngenlik matrisi degisimi yOntemi, plastik
deformasyon bdlgesinde her iterasyon sonunda
direngenlik matrisinin  yeniden hesaplanmasini

gerektirir. Bu da problem ¢ézme siiresini uzattigi
icin pek tercih edilmez.

Baslangi¢ sekil degisimi yonteminde elastik olarak
hesaplanmig gerilme igin malzemenin gergek
davranigina uygun bir elasto-plastik baslangi¢ sekil
degistirmesi aranir (Almen and Black 1963).

Yontem, akma bagladiktan sonra da mukavemet
artis1 devam eden malzemeler i¢in gelistirildiginden ,
€’ tamimlanamadigr durumlarda bu ydntem
kullanilmaz. Ideal elastoplastik malzemelerde oldugu
gibi.

Baslangig gerilme yontemi ise, alternatif ¢6ziim
yontemi olarak gelistirilmistir (Zienkiewicz 1979).
Bu yontemde tek boyutlu bir ¢ekme numune pargasi
ele alinmis, elasto-plastik bolge, iki ve {i¢ boyuta
uyarlanarak c¢ok eksenli gerilme durumu igin

genellestirilmistir. Tek boyutlu bir numune pargast
yiiklendiginde elastik bolge bitiminde &wp = €1 OlUr.

Gerilme ox lineer elastiki olarak hesaplanir ve Sekil
1’de goriildiigii gibi os1 agagidaki sekilde yazilabilir.
Go1 = Ox - Os1 = O1- Osl Q)
Baslangic gerilmesi co1 kullanilarak artimli gerilme
degeri,
c2=0xtoo1 olur. 2
iki boyutlu durumda gerilme hesabi icin genellikle
Von Mises kriterine ( Distorsiyon Enerji Teorisi )
gore esdeger gerilmeler belirlenir. Diizlem esdeger
gerilme durumunda, esdeger gerilme igin;

c= \/{ % [( GX-Gy)2+Gi+G§] + 31}, } @3)

yazilabilir. Burada o©x , oy Ve 1Ty gerilme
bilesenleridir. Bu durumda plastik bolgede tek
boyutlu gerilmelerde baslangi¢ gerilmesi i¢in ;

co= 0- O, yazlabilir. 4)
Burada baslangi¢ gerilmesini vektorel olarak
belirleyemeyiz, ancak matematiksel olarak  su
sekilde tanimlanmasi miimkiindiir (Mahapatra and
Resgupta 1988).
{o0} = {cox S0y Toxy} (5)
Burada o©ox , ©oy Ve Toyy
baslangi¢ gerilme bilesenleridir.

diizlem gerilmede

Asagidaki denklem kullanilarak baslangi¢ gerilmesi
bilesenleri {co } orantili olarak elastik bolgede
hesap edilebilir.

GO

{oo}={c} —

c

Tek eksenli gerilme durumunda her iterasyondaki

esdeger gerilme miktar1 {cGo }’ a esittir ( denk. 1 ).
Bu durumda denklem 3 asagidaki gibi yazilabilir.

(6)

G = \/{ ; [( G,.- G,,)'* o+ Gzoy] +30,, } )

Baslangi¢ gerilmesi i¢in yiikleme durumu;

(., = 1B {o,}dv (®)
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seklinde ifade edilebilir.

Ik ¢oziim {P}so igin hesaplamr. ilk iterasyon
adiminda mekanik yiikleme durumu igin;

c
'S
L2 T c=0c0+ K
O /
2 03 —
[ T R et A i
oo | ///

Os1 Os2 Os3 Osn

¥ Etop

€1 € €3 €n

Sekil 1 Baslangic gerilme yonteminin prensip semast
(Newton Raphson Metodu)
{8} =[KI"{P }n 9)
yazilabilir. Burada { P }m = { P } + { P }oo dir.
Takip eden iterasyon adimlar1 { 8}i, i=1, 2,...n
olarak { 8}i ve { 8}i+1 arasindaki fark kapanincaya
kadar hesaplanir. Bu durumda deplasman vektorii
igin ;

[K]* { P Jm

{8}n =
(10)

yazilabilir.

Netice olarak elasto plastik bolgede o, gerilmesi
ve { 6}n iliskisi kurularak;

{on}=I[CI[B]{&}n-{o0i} (11)
yazilabilir.

Son iterasyon adiminda kalici gerilmeler ise
asagidaki bagint1 ile belirlenir.
{ohs={on}-{o} (12)

Burada { & }e lineer elastik gerilmedir.

Sekil 2 Sistemin genel goriiniisii

L

Sekil 3 Coziim bolgesi
kuvvetlerin yayiligi

ve delik ¢evresinde

3. SONLU ELEMAN MODELI

Coziim bolgesinin genel goriiniisii Sekil 2 de
verilmistir. Burada ¢6ziim bolgesinin  sonlu
elemanlar modeli i¢in ¢eki demirinin tek plakasi ele
alimus (Sekil 3) ve sekil bakimindan simetrik olmasi
sebebiyle yarist modellenmistir (Sekil 4).

Coziim bolgesi diizlem gerilme problemi olarak ele
almmustir. Ele alinan levha kalinlig1 az oldugu igin
egilmeden dolayr meydana gelebilecek gerilmeler
ihmal edilmistir. Bu diizlem gerilme probleminin
¢oziimiinde dort diigimli  dortgen eleman
kullanilmistir. Model; 250 eleman, 286 diigiimden
olusturulmustur. Diiglimlerin  serbestlik derecesi
ikidir (u,v). CoOziim bolgesinin sonlu elemanlar
agmin olusturulmast i¢in  bilgisayar programi
yazilmistir. Coziim bolgesi boyutlari, eleman sayisi
ve diigiim sayis1 degisken olarak programlanmustir.
Seklin simetri ekseninin sol kdsesi referans nokta
olarak alinmustir. Yani bu kdseye 1 nolu eleman ve
diigiim numaras1 verilmistir .

22 55 17 110

1l
Tt

YAV VALY

S AL RRLE LALELET %

Sekil 4 Coziim bolgesinin  sonlu elemanlara
bdliinmesi ve eleman diigiim numarasi diizeni

ox (daN/ mm?)
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—_—a=s

==

Sekil 5 Delik yiizeyindeki Gx gerilmeleri

4. SAYISAL COZUMLER

Bu c¢aligmada C1040 malzemesi kullanilmigtir.
Malzemeye ait 6zellikler Dokuz Eyliil Universitei
Makina Fakiiltesi mekanik laboratuvarinda Instron
cihazi ile asagidaki degerlerde belirlenmistir.

oy= 427 ( MPa), oo = 270 ( MPa),
K= 1692 ( MPa), n = 0.531

Parca dis olgiileri ( PY= 80mm , PL= 50mm ), yiik
(700 daN), eleman sayisi (250) ve diigiim sayisi
(286) ayn1 kalmak suretiyle delik yarigaplart 10 mm.
ve 15 mm. olmak iizere degistirilerek delik
yiizeyinde meydana gelen elasto-plastik gerilme

dagilimlar1 Sekil 5°de Ox , Sekil 6’da Gy ve Sekil

7’de Txy verilmistir. Grafiklerdeki x/r orani delik x
ekseni {lizerindeki herhangi bir uzakligin delik yari
capma orani seklinde verilmistir (Sekil 8). Ceki
demirinin galisma sartlar1 gb6zOniine alinarak
uygulanan kuvvetler x ekseni yoniinde ig¢basing
seklinde uygulanmustir. Yiiklerin yayilist dairesel
yiizeyde Sekil 3’te analitik olarak gosterilmistir.

oy (daN/mm?)

4

K
T

it

—= -

d 4 oh

—— r=ns= Cmm )

— .= o o= ‘:
R
Sekil 6 Delik yiizeyindeki Gy gerilmeleri

Txy (daN/mm?)

—a o

—a s -

e
—1

e
Sekil 7 Delik yiizeyindeki Txy gerilmeleri

Sekil 5’de goriildiigi gibi delik yarigapr 10 mm igin
en biiyiik elasto-plastik gerilmeler (ox); 32.012 daN/
mm? ¢ekme gerilmesi ve - 27.18 daN/mm? basma
gerilmesi olarak meydana gelmistir. 15 mm yarigapl
delikte en biiyiik gerilmeler ise; 35.20 daN/mm?
cekme gerilmesi ve -19.82 daN/mm? basma
Oy ve Txy
gerilmeleri, ox ’e gore daha kiigiik degerlerde ve
farkli formlarda ortaya ¢iktigi Sekil 6 ve Sekil 7°de
goriilmektedir.

gerilmesi  olarak belirlenmistir.

Elasto-plastik gerilmelerin elde edildigi A-A ve B-
B kesitleri Sekil 8’de  gosterilmistir. A-A
kesitindegesitli yiikleme durumlarina gére meydana
gelen elasto-plastik gerilme degerleri (Sekil 9’da Gx

Sekil 10°da oy ve Sekil 11°de Txy ) verilmistir. Bu
¢Oziim bolgesi icin delik yarigapt 10 mm alimuistir.
Uygulanan kuvvetler x ekseni dogrultusunda ig
basing seklinde uygulanmustir.

Sekil 9’da goriildiigii gibi delik ¢evresinde Ox
gerilmeleri  en biiyiik degerde basma gerilmesi
olarak ortaya ¢ikmustir, delikten uzaklastikca (A-A
kesiti boyunca) bubu gerilme degerleri sifira
yaklagmaktadir. Burada Ox gerilme yigilmalarinin
delik civarinda oldugu goriilmektedir.

Y
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100

ox(daN/mm?) Ty(daN/mm?)
-] [m]
_=|
— =}
—1=
oo —=— 400 kM
= —— =coco oM
—2 = —— SO
i —B— Fooo ™
—= | . N
S 1oooo N =] =a ao
—x L L L L L
T = 2 a= =] (= B3 10 = f ™ I'—I'"l\.:I
= {rmrm) Sekil 11 A - A kesitinde ¢esitli ylikleme durumlarina
. . L 6 d len elasto-plastik Txy gerilmeleri
Sekil 9 A-A kesitinde cesitli yiikleme durumlarina gore meydana gelen elasto-p v 9
gore meydana gelen elasto-plastik Gx gerilmeleri Sekil 12°de goriildiigii gibi delik cevresinde oy
gerilmeleri en biiyilk degerde ¢ekme gerilmesi olarak
Sekil 10’da Oy gerilmeleri delik civarinda basma, ortaya ¢ikmustir, delikten uzaklastikca (B-B Kesiti
delikten uzaklastikca c¢ekme gerilmeleri seklinde boyunca) bu gerilme degerleri azalmaktadir. Burada
meydana gelmistir. Ox gerilme yigilmalarinin delik civarinda oldugu
goriilmektedir.
Sekil 11°de Txy gerilmeleri A-A kesiti boyunca
b?sr?a ger i}meleri seklinde meydang gelmelft.edir. En Sekil 13’de Gy gerilmeleri B-B kesiti boyunca kiigiik
biyik degere tam delik cevresinde degil, delik yikklemelerde ¢ekme gerilmesi seklindedir. Biiyiik
gtivr"esind?n disa dogru gidildikce ulas&lmalitaﬁhr.En yiiklemelerde ise hem ¢ekme hem de basma
bityik degere ul_a stiktan sonra disa dogru kilgiilerek gerilmesi olarak meydana gelmektedir. En biiyiik Oy
devam etmektedir. . y . . . o .
gerilme degerlerine tam delik ¢evresinde degil, delik
.. e .. ¢evresinden disa dogru geldik¢e ulagilmaktadir.
B-B kesitinde c¢esitli yiikkleme durumlarina gore
meydana gelen elasto-plastik gerilmel kil 12°d . . .

y ) g , P as,l g,erl feter §e l, . ¢ Sekil 14°de txy gerilmeleri B-B kesiti boyunca basma
Ox , §ekil 13’de Oy ve Sekil 14°de Txy verilmistir. gerilmeleri seklinde meydana gelmektedir.
oy(daN/mm?)

Sekil 12 B - B kesitinde ¢esitli yiikleme durumlarina
Sekil 10 A - A kesitinde ¢esitli yliikleme durumlarina gore meydana gelen elasto-plastik Ox gerilmeleri
goére meydana gelen elasto-plastik oy gerilmeleri
Miihendislik Bilimleri Dergisi 1996 2 (3) 177-183 181 Journal of Engineering Sciences 1996 2(3) 177-183
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oy (daN/mm?)

4000—+H— sooo—+HE—  s000 N
FOOO—HE—

10000 M

=5
¥ dmmg

Sekil 13 B-B kesitinde gesitli yiikleme durumlarina
goére meydana gelen elasto-plastik oy gerilmeleri

30 35 40

En biiyiik degere tam delik gevresinde degil, delik
cevresinden disa dogru geldikge ulagmaktadir. En
biiyiik degere ulastiktan sonra disa dogru kiigiilerek
devam etmektedir.

Coziim bolgesinin  genisligi  degistirilerek delik
yiizeyinde meydana gelen elasto-plastik gerilme
dagilimlar1 Sekil 15°de Ox , Sekil 16’da Gy ve Sekil
17°de Txy verilmistir. Coziim bolgesinin genisligi PY
2 =40 mm ve 50 mm olarak alinmustir.

Yiikleme 700 daN olarak yapilmistir. Boy (100 mm)
ve delik g¢aplart (20 mm) esit olarak alinmustir.
Modellenen bolgeye ait bu genislikler grafiklerde
Gen. 40 ve Gen. 50 seklinde gosterilmistir.

Sekil 15°de goriildigii gibi genisligi 40 mm. olan
¢oziim bolgesi igin en bilyik elasto-plastik
gerilmeler (ox ), 32.012 daN/ mm? ¢ekme gerilmesi

Ty (daN/mm?)

> e

Sekil 14 B-B kesitinde ¢esitli yiikkleme durumlarina

goére meydana gelen elasto-plastik Txy gerilmeleri
ox (daN/ mm? )

el o
20
10
—“cl
=0, G A0 |
=ol T Gwmse h
—1 — 5 l:‘) D\.IS 1
® A1
Sekil 15 Delik yiizeyinde meydana gelen Ox
gerilmeleri

ve -27.18 daN/mm? basma gerilmesi olarak meydana
gelmistir. 50 mm. genisligindeki ¢6ziim bdlgesinde
ise en biiyiik gerilmeler 31.92 daN/mm? c¢ekme
gerilmesi ve -30.19 daN/mm? basma gerilmesi olarak

belirlenmistir. Oy ve Txy gerilmeleriox ‘e gore daha
kiiciik degerlerde ve farkli formlarda ortaya ¢iktig
Sekil 16 ve Sekil 17°de goriilmektedir

Plastik bolgenin yayilisi ¢6ziim bdlgesi iizerinde
gosterilmistir  (Sekil 18 ). Yikleme x ekseni
yoniinde, 600 daN, 700 daN, 800 daN ve 1000 daN
olmak flizere degisen yiiklemelerde yapilmistir.
Yiikleme miktar1 arttikca plastik bolgedeki biiylime
goriilmektedir. Yapilan bilgisayar programi ile
yikleme durumuna gore hangi diigiimde plastik
deformasyon oldugunu belirlemek miimkiindiir.

Diigiimler birlestirilerek her yiikleme derecesinin
sebep oldugu plastik bolge belirlenebilmektedir.
Yiikleme, ¢alisma esnasindaki yiikleme durumu géz
Oniine alinarak x ekseni yoniinde yapildigi i¢in yiik
artiminda pimin zorlanma yoniindeki bolgeyi ezmesi
bi¢iminde ortaya ¢iktigi goriilmektedir.

oy (daN/ mm?)
L]

- e

=} = H

o %

g NS

L o

-5 —— Gen. 40 — Gan 50

= = = os .

g

Sekil 16 Delik yiizeyinde meydana gelen Gy
gerilmeleri
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Txy (daN/mm?)

10
= —=—  Qan_40
5 ::AF —— Gen.sn
o .
ey N
—al
s
—=0 L L
—1 —0.5 [u] a5 1
WA
Sekil 17 Delik yiizeyinde meydana gelen Txy

gerilmeleri

Sekil 18 Delik ¢evresinde plastik bolgenin yayilisi

5.SONUGLAR

Biiyiik gerilme yigilmalar1 delik ¢evresinde meydana
gelmistir. Biiylik elasto-plastik gerilmeler biiyiik
yiikklemelerde ortaya ¢iktigi gozlenmistir. Elasto-
plastik gerilmelerden dolayr meydana gelen artik

gidilebilir. Delik ¢evresinden uzak bdlgelerde
kalinlik distiriilmek suretiyle malzeme tasarrufu
yapilabilir.
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