Pamukkale Univ Muh Bilim Derg, 26(1), 195-202, 2020

Pamukkale Universitesi Miihendislik Bilimleri Dergisi

Pamukkale University Journal of Engineering Sciences

GI/M/3/K KuyruKk sisteminin Yari-Markov siireciyle analizi

Analysis of the GI/M/3/K queueing system by Semi-Markov process

Hanifi Okan ISGUDER?*

1istatistik Béliimii, Fen Fakiiltesi, Dokuz Eyliil Universitesi, izmir, Tiirkiye.
okan.isguder@deu.edu.tr

Gelis Tarihi/Received: 24.01.2019, Kabul Tarihi/Accepted: 02.09.2019

* Yazisilan yazar/Corresponding author

doi: 10.5505/pajes.2019.36974
Arastirma Makalesi/Research Article

0z

Bu ¢alismada tekrarl girigli, K-kapasiteli ve ii¢ heterojen kanalli bir
kuyruk sistemi incelenmigtir. Ele alinan sistemde gelislerarasi stireler
birbirlerinden bagimsiz olup rastgele bir dagilima sahiptir. Her bir
kanalin hizmet siiresi p;, parametreli iistel dagilima sahiptir. Sisteme
gelen miisteri bos olan kanallardan indeks numarasi en diisiik olan
kanalda hizmet almaya baglar. Gelis aninda biitiin kanallar doluysa,
gelen miisteri kuyruga katilir. Sistem kapasitesi tamamen doldugu
zaman, gelen miisteri hicbir hizmet almadan sistemden ayrilir. Ele
alinan sistem yari-Markov siireci ile modellenmis ve yari-Markov
stirecinin sunulan Markov zinciri elde edilmistir. Duragan durum
olasiliklar1 ve miisterinin kaybolma olasiligi hesaplanmigstir. Ayrica
gelis siirecine ve hizmet disiplinine gére en iyileme yapilarak kaybolma
olasiligr enkiiciiklenmistir. Elde edilen teorik sonuglar, gelislerarasi
stirelerin dagilimi sirastyla lstel, Erlang ve deterministik secilerek
sayisal olarak gésterilmistir.

Anahtar kelimeler: Yari-Markov stireci, Gomili Markov zinciri,
Kayip olasiligy, Heterojen kanallar, Kuyruk sistemleri

Abstract

In this study, a queuing system of K-capacity with recurrent entry and
three heterogeneous servers has been investigated. In the system
discussed, inter-arrival times are independent of one another and have
an arbitrary distribution. The service time of each server has an
Exponential distribution with parameter p,. The customer who enters
the system starts to receive service on the server with the lowest index
number from the servers that are empty. If all servers are busy on
arrival, the incoming customer joins the queue. When the system is at
full capacity, the incoming customer leaves the system without receiving
any service. The system under consideration was modeled using a semi-
Markov process and the embedded Markov chain provided by the semi-
Markov process was obtained. Steady-state probabilities and the
probability of customer loss were calculated. Additionally, by
performing optimization with respect to service discipline and arrival
process, the loss probability is minimized. The obtained theoretical
results are shown numerically for cases where the inter-arrival times
followed Exponential, Erlang, and deterministic distributions.

Keywords: Semi-Markov process, Embedded Markov chain,
Loss probability, Heterogeneous servers, Queueing systems

1 Giris

Danimarkali bilim adami A. K. Erlang [1] tarafindan 1909
yilinda temeli olusturulan stokastik servis sistemleri bugiin
bilimin ve teknolojinin vazgecilmez bir unsuru olmustur. Palm
[2], Kendall [3], Gumbel [4], Takacs [5], Yao [6] gibi bir¢cok
degerli bilim adaminin g¢alismalar1 sayesinde ortaya 6nemli
sonuglar ve ¢esitli uygulama alanlar1 konularak teori
zenginlestirilmistir. Zaman iginde stokastik servis sistemleri
teknolojinin hemen hemen her bdlgesine girmis bir bilim haline
gelmistir. Ozellikle giiniimiizde stokastik servis sistemleri
telekomiinikasyon, lojistik, stokastik envanter sistemleri ve
montaj dengeleme hatlar1 gibi miithendislik alanlarinda yaygin
olarak kullanilmaktadir. ik yillarda stokastik servis
sitemlerindeki esas problem kuyruk modellerinin temel
karakteristiklerinin belirlenmesi ve performans o6l¢ilerinin
hesaplanmasi olmustur. Daha sonraki yillarda bu alandaki
calismalar, zaman ve is kaybinin en aza indirilmesi, kesintisiz
calisma stiresinin belirlenmesi, kaybolan miisteri olasiliginin
hesaplanmasi ve en kii¢iiklenmesi gibi iistiin hizmet seviyesine
ulasmay1 hedefleyen gostergelerin ¢éziimlenmesi bigiminde
gelisme gostermistir.

Heterojen kanalli kuyruk modelleri ilk defa Gumbel [4]
tarafindan 1960 yilinda incelenmistir. Gumbel [4] M/M/s
kuyruk modelinde ortalama hizmet siirelerinin birbirinden
farkl olabilecegini varsaymis ve sistemi bu varsayim altinda
¢coziimlemistir. Gumbel [4] calismasinda hizmet disiplinini
rastgele olarak belirlemistir. Yani, sisteme gelen misteri bos

olan kanallardan herhangi birinde esit olasilikla hizmete baslar.
flk gelen ilk hizmet alir ve sistem kapasitesi sinirsizdir.

Kuyruk sistemleri; gelislerin dagilimina, hizmet siiresinin
dagilimina ve kuyruk disiplininin ne sekilde isledigine bagh
olarak modellenir ve ¢6ziimlenir. Bu bilesenlerden herhangi
biri lizerinde yapilacak olan kii¢iik bir degisiklik bile modeli ve
¢oziim ydntemini tamamen degistirebilir. Ozellikle gelisler ve
hizmet siiresinin dagilim1 modelin Markov 6zelligine sahip olan
ya da olmayan bir model olup olmamasini belirler. Bu durum
uygulanacak olan ¢6ziim yontemini etkiler. Hizmet disiplini
uzerinde yapilacak olan degisiklikler genellikle ¢6ziim
yonteminde bir degisikliZe neden olmaz fakat sistemin
modellenmesini  zorlastirabilir ve dolayisiyla  ¢6ziim
yonteminin modele uygulanmasin giiglestirebilir. Oyle ki bazi
zamanlarda varsayimlar1 ortaya konulan kuyruk sistemi
matematiksel olarak modellenebilse bile, bu modelin analitik
olarak ¢6zlimiinii yapmak ve sistemin performans olgiilerini
hesaplamak miimkiin olmayabilir.

Heterojen kanalli kuyruk sistemleri literatiirde olduke¢a genis
bir yere sahiptir. Lin ve Elsayed [8] heterojen kanalli, sinirh
kapasiteli Markovian bir kuyruk sisteminde duragan durum
olasiliklarini hesaplamak ve sistemin performansini 6l¢mek
icin bir bilgisayar programi gelistirmistir. Fakinos [9] bekleme
yerinin olmadig1 heterojen kanalli M/G/k kuyruk sistemini
incelemis ve Erlang- Bformtiliinii genellestirmistir. Nawijn [10]
gelis silirecinin deterministik, hizmet siiresinin lstel dagildigi
ve bekleme yerinin sinirli oldugu iki heterojen kanalli kuyruk
sistemini inceleyerek misterinin kaybolma olasilifi elde
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etmistir. Alpaslan ve Shahbazov [11] gelen miisterinin bos olan
kanallardan herhangi birine esit olasilikla girdigi heterojen
kanalli M/ M/ n kuyruk sisteminde kuyrukta ortalama bekleme
stiresinin EW,, u; = u; = -+ = up, kosulu altinda, en kiiciik
degeri aldigin1 ispatlamistir. Kumar ve arkadaslar1i [12]
heterojen kanalli M/M/2 kuyruk sistemini, belirli anlarda y
hiziyla Poisson dagilimina uyan felaketler ortaya cikabilecegi
varsayimi altinda ¢ozliimlemistir. Alves ve arkadaslari [13]
heterojen kanalli M/ M/ ckuyruk sisteminde, kuyrukta ortalama
bekleme stiresinin EW, ve kuyrukta bekleyen ortalama miisteri
sayisinin EL, Gst sinirini elde etmistir. Choudhury ve Deka [14]
iki heterojen fazli M/ G/ 1 kuyruk sisteminde kesintisiz ¢calisma
sliresinin ve bekleme siiresinin dagilim fonksiyonunun
Laplace-Stieltjes doniisiimiinii elde etmistir. Alpaslan [15]
heterojen kanall1 G7/ M/2 /0 kuyruk sisteminde kaybolma anlar1
arasinda gegen stirenin dagilim fonksiyonunu elde etmistir.

Heterojen kanalli kuyruk sistemlerinin modellenmesinde
hizmet disiplini 6zel bir 6neme sahiptir. Kanallarin ortalama
calisma hizlar1 birbirinden farkll oldugu icin, sisteme gelen
miisterinin bos olan kanallardan hangisinde hizmete baslamasi
gerektigine karar vermek gerekmektedir. Sisteme gelen
miisterinin, bos olan kanallardan indeks numarasi en kiigiik
olana atanmasi literatiirde oldukga ilgi gérmiis ve Cooper [16],
Matsui ve Fukuta [17], Nath ve Enns [18], Nawijn [10, 19],
Pourbabai ve Sonderman [19], Yao [6, 21], Saglam and
Shahbazov [22], ve Isguder ve Celikoglu [23] gibi bircok
arastirmaci tarafindan ¢alisiimistir.

Bu calismada Gumbel'in [4] ortaya koymus oldugu sistemde
gelisler arasi siirelerin dagihimi lizerindeki varsayim
genellestirilmistir. Buna ek olarak hizmet disiplini ve sistem
kapasitesi varsayimlar: iizerinde su sekilde bir degisiklige
gidilmigtir: Sisteme gelen miisteri bos olan kanallardan indeks
numarasi en kii¢iik olan kanalda hizmete baglar. ilk gelen ilk
hizmet alir ve sistem kapasitesi K ile sinirlidir. Gelis stireci
tizerinde yapilan bdoylesi bir genellestirme sistemi Markovian
olmayan bir hale déniistiiriir ki; kanallarin da heterojen oldugu
diisiintildiigiinde  sistemin  ¢6zlimlenmesi  bir  hayli
zorlastiracaktir.  Hizmet disiplinin  degistirilmesi  de
modellemeyi olduk¢a zorlastiracaktir. Bu nedenle kanal sayisi
3 ile sinirlandirilarak bu ¢alismada heterojen kanalli GI/ M/3 /K
kuyruk sistemi modellenmis ve ¢6ziimlenmistir. Bu ¢alismanin
katkilar1 asagidaki gibidir:

e  Yari-Markov siirecinin ¢ekirdek olasiliklar1 bulunmus,
bu olasiliklarin Laplace-Stieltjes doniisiimii elde
edilmis ve bir adim gecis olasiliklar1 hesaplanmistir,

e  Bir adim gegis olasiliklar1 yardimiyla duragan durum
olasiliklar1 elde elde edilmis ve kaybolma olasilig
hesaplanmistir,

e  Duragan durum olasiliklar1 ve kaybolma olasiligl, bazi
0zel determinantlarin bir fonksiyonu olarak ifade
edilebildiginden hesaplamalarda kolaylik
saglamaktadir,

e  Gelis siirecine gore en iyileme yapilarak, gelisler arasi
siire dagilimi deterministik oldugunda kaybolma
olasiliginin en kiiglik degere ulastig1 teorik gosterilmis
ve bu durum sayisal bir c¢alisma {zerinde
uygulanmistir,

e Hizmetdisiplinine gore en iyileme yapilmis ve en hizli
servis kurali uygulandiginda kaybolma olasiliginin en
kiiciik degeri aldig1 sayisal olarak gosterilmistir.

Makalenin sonraki boliimleri su sekilde diizenlenmistir: Takip
eden bolimde modelin tanimi ve varsayimlar: verilecektir.
Sistemin temsil eden yari-Markov siirecinin tanimi, sisteminin
modellenmesi ve elde edilen modelin ¢6ziimlenerek duragan
durum olasiliklarinin, kaybolma olasiiginin elde edilmesi
Uglincii boliimde verilecektir. Dordiincii béliimde ise, elde
edilen sonuclar heterojen kanalli G//M/3/5 kuyruk sistemi
iizerinde uygulanacak ve kaybolma olasiligini gelis siirecine ve
hizmet disiplinine gore en iyilenecektir. Ayrica sayisal bir
calisma iizerinde elde edilen gelisler arasi siirelerin farkl
dagilimlar1 icin elde edilen sonuglar karsilastirilacaktir. Son
olarak besinci boliimde sonraki arastirmalar icin onerilerden
soz edilecektir.

2 GI/M/3/K kuyruk modelinin varsayimlari

to <ty <-- olmak lizere t, tq,.. misterilerin gelis anlar
olsun. Varsayalim ki gelisler arasi siireler birbirlerinden
bagimsiz ve ayni dagilima sahip rastgele degiskenler olup F(t)
dagihim fonksiyonuna sahip olsun. F(t)'nin beklenen degeri
mevcut olsun (a = fooo[l — F(t)]dt). Buna ek olarak varsayalim
ki her bir kanalin hizmet stresi p (k = 1,2,3) parametreli
iistel dagilima sahip olsun.

Sisteme gelen miisteri bos olan kanallardan indeks numarasi en
diisiik olan kanala 1'e esit olasilikla girer ve ilk gelen ilk hizmet
alir. Gelis aninda biitiin kanallar mesgul ise, sisteme gelen
miisteri kuyruga katilir. Sistem kapasitesi K ile sinirhidir. Bu
nedenle sistem kapasitesi tamamen doldugu zaman, sisteme
gelen miisteri hicbir hizmet almadan sistemden ayrilir. Bu tiir
miisterilere kaybolan miisteriler denir. Bu tiir sistemlerde
kaybolan miisterilerin analizinin yapilmasi ve miisterinin
kaybolma olasiliginin hesaplanmasi 6énemli bir problemdir.
Gelisler, hizmet siirecinden bagimsizdir.

2.1 Sistemi temsil eden yari-Markov siireci

X(t), t-aninda sistemde bulunan misteri sayis1 ve
X, = X(t, —0),n =1 olsun. Burada X,, n-nci gelis anindan
hemen 6nce sistemde bulunan miisteri sayisidir. ilgilenilen
sistemde gelislerarasi siirelerin dagilim fonksiyonu genel ve
hizmet siirelerinin dagilim fonksiyonu tistel oldugundan model
yari-Markov siireci ile analiz edilebilir. Sistemi temsil eden yar1-
Markov siireci asagidaki gibi tanimlanir:

E) =Xy, th, St<tpy, n=1 €))

{&(®), t = 0} stirecinin gekirdek fonksiyonlar1 her x = 0 ve 0 <
i,j < K icin asagidaki gibidir:

Qij(x) =P{(Xn41 =i tnr1 — tn S 01Xy = i} (2)

U= u; + py + pz olmak iizere her bir 7 j durumu igin, (2)
esitligi ile verilen ¢ekirdek fonksiyonlar G//M/3/K kuyruk
modelinin varsayimlar1 dikkate alinarak asagidaki gibi elde
edilir:

Qoo (x) = f (1 — e M) dF () @3)
0
Q01 () = j e Mt dF (1)

0

1 (% 4
Q1o(x) = §j [2(1 — e #t)(1 — e™#2t)
0
+(1 —_ e‘ﬂlt)(l — e—y,zt)]dF(t)

00 = [ et - eme) )
+ e7Ht(1 — eHl)]
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e hl(1 — e Hst) 4 e Hst (1 — e M) }dF (t)

1r* 6
Q12(x) = §f [2(1 — e~ atm)t) (6)
0
+(1 — e~ tm))]dF (¢) @)
Q20(0) = [5 (1 —e™MH)(1 = e72t)(1 — e ) dF (1),
x ®
Q1 (x) = f [e~(atudt(] — g=Hat) 4o~ (Haitha)t
0
1- e—sz) + e—(M2+M3)f(1 — e_ﬂlt)dF(t)
x 9
Q2 (x) = f [e—(u1+uz)t(1 — eTHst) )
0
+e (i)t (] — p=Hat) 4 o= (H2HH)E(] — g=il) (10)
i+1>=j>=3vei=3ic¢in
X
Q) = [ eHdr (o ()
0
x (ﬂt)i+1_j
() = | —=——=eMdF 12
Q:5(x) . (i+1—j)!e dF(t) (12)
i+1>3ic¢in
x pt #i—Z
(%) = - i=3p=1y (1 — g=t1(t=¥)
0t = || Gy e ¢ ) s
(1- e—#z(t—y))(l — e_”S(t_y))dde(t)
ve
X rt ﬂi_z
. = i—=3p—Hy
e = [ [ gt
e~ Hi(t=y) (1 — g—k2(t=¥))(1 — g—H3(t-y)
[ ( ) ) ”
e H(t=¥) (1 — e—m(t—y))(l — e—us(t—y))
+eHat-¥)(1
— e—ul(t—y))(l — e—ﬂz(t—y))]dydp(t)
ve
x rt #i—z
. = i=3 =1y
sz(x) J; fo (i_g)!y e
[e_ﬂl(t_y)e_uz(t_y)(l — e—uz(t—y))
(15)

+e—u1(t—y)e—u3(t—y)(1 - e—uz(t—y))
+e—uz(t—y)e—u3(t—y)(1
- e_ﬂl(t_y))]dde(t)
Qij(x)=0,j=i+1 (16)
ve sistemde K miisteri bulundugunda, sisteme giris miimkiin
olmayacag i¢in her jigin Qg ; = Qx—q,; olur. g;;(s), Q;;(x)'in

Laplace-Stieltjes transformu olsun, dyle ki:

o)

qij(s) = fo e™*dQ;;(x),0 < i,j < K, (Re{s} = 0) 7

ve

[oe)

f(s) = J e *dF(x),Re{s} =0 (18)
0

Boylece q(s) = [qi]-(s)]g matris formunda asagidaki gibi elde
edilir:

q(s)
Goo(s) qo1(s) 0 0
[ q10(s) q11(5) qi2(s) - 0
=| G20(s) q21(5) q22(s) 0 | (19)
| qx-1,008) qr-11(S) Qqx-12() qr-1k(S) |
dx-1,005) qx-11(5) Qqx-12() k-1 ()

q(s) alt Hessenberg matristir ve yari-Markov siirecinin sunulan
Markov zinciridir. p;; = P{X,,1 = j|Xn =i} bir adim gecis
olasiliklar1 ve onun matris formu P = [pij]lo( olsun. Buradan p;;
her bir i, j i¢in p;; = q;;(0) esitliginden kolaylikla elde edilir.

2.2 Duragan durum olasiliklar: ve kaybolma olasilig:

Heterojen kanalli ve bekleme yerinin olmadigr GI//M/n/n
kuyruk sisteminde kaybolan miisterilerin analizi Isguder and
Kocer [25] tarafindan yapilmistir. Duragan durum olasiliklari
ve kaybolma olasilif1 bir adim gegis olasiliklarinin fonksiyonu
olarak elde edilmistir. Isguder and Kocer'in [25] ¢alismasindaki
sonuclara dayanarak G//M/3/K kuyruk sistemi i¢in duragan
durum olasiliklar1 ve kaybolma olasilig1 sirasiyla asagidaki gibi
elde edilir:

Dy (0)

=—F"F7n=12,..,K 2
"TDLL .0 20
DPo1P12 " Pk-1,K
P -
07D, 1) @
Burada D,,,,(0), [I — q(0)] matrisinin (n, n)-nci kofaktdriidiir ve
|1 _p01 0 e 0 |
1 1-ppy —Pi12 0
D(1,1,..1) = : : (22)
1 —pg-11 —Pk-12 —Pk-1k
1 —Pk-11 ~Pk-1.2 1—-pr_1k

3 Heterojen kanalh GI/M/3/5 Kuyruk Modeli
Bu béliimde ikinci b6liimde modellenen kuyruk sistemi, sistem
kapasitesi K =5 alinarak analitik olarak ve sayisal olarak
incelenmistir. Bu amagla 6ncelikle heterojen kanalli G// M/3/5
kuyruk sistemi i¢in [q;; (s)]3 matrisinin elemanlari, (3-16)
cekirdek fonksiyonlarinin Laplace-Stieltjes donlisiimii alinarak
bulunur. q;;(s),0 < i,j <5 esitlikleri Ek A’da verilmistir (bkz.
(A2-A18)).

(21) formiili yardimiyla heterojen kanalli G/I/M/3/5 kuyruk
sistemi i¢in miisterinin kaybolma olasilig1 asagidaki gibi elde
edilir:
Po1P12P23P34P45
P ="
K= DA, 1,11 1) (23)
Burada,

D(1,1,1,1,1) = (1 — pag — pas){(1 — P11
+ o) [(1 — p22) (1 — p23) — P23P32l
—P12(1 = P33) (P21 — Po1) — P12P23 (P31 — Po1)} 24
—Pa3[P3a(1 = P22) (1 = P11 + Po1) — P12P34 (P21 — Po1)]
—P23P34[Pa2(1 — P11 + Po1) + P12(Pa1 — Po1)]
(23) ve (24) esitliklerinde yer alan bir adim gegis olasiliklari
(pij, 0<i,j< 5), Ek A’da verilen (A2-A18) esitlikleri ve p;; =
q;;(0) esitligi kullanilarak kolaylikla elde edilebilir.
Gelisler arasi siireler iistel dagilima sahip oldugunda ve her bir

kanalin ortalama hizmet siiresi birbirine esit oldugunda (u; =
Uy = l3), GI/M/3/5 kuyruk sistemi icin elde edilen ve (23)
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esitligi ile verilen kaybolma olasiligi M/ M/3 /5 kuyruk sistemini
saglar.

H,, ortalamasi ayni ve a olan gelislerarasi stire dagilimi F'in bir
sinifi olsun ve Pg(F) ise gelislerarasi siire dagilimi F € H,
olacak sekilde G//M/3/5 kuyruk modeli i¢cin kaybolma olasilig1
olsun. Varsayalim ki D(t) deterministik dagilimin, dagilim
fonksiyonunu gostersin. Bu durumda t < « i¢in D(t) = 0 olur
ve t > a icin D(t) = 1 olur. Buradan agik olarak goriliir ki D €
H, olur ve D(t)'nin Laplace-Stieltjes doniisiimii e ~** "dir.

Teorem 1. F =D i¢in kaybolma olasihg1 Py (F),F € H, en
kiciiktir.

Bu teorem Jensen esitsizliginden (bkz. [26], 5.300) elde edilen
f(s) = e™*S esitsizligi kullamlarak ispatlanir (bkz. EK B, Ispat
1). Bu teoreme gore, kaybolma olasiigin1 en kiiciikleyen
gelisler arasi siire dagilimi deterministik dagilimdir. Buna gelis
slirecine gore en iyileme denir. Benzer bir teorem bekleme
yerinin olmadig1 heterojen kanalli G7/ M/3 kuyruk sistemi i¢in
Isguder ve Kocer [27] tarafindan ispatlanmistir. Buna ek olarak
hizmet disiplinine gore de en iyileme yapilabilir. Sisteme gelen
miisterilerin bos olan kanallardan indeks numarasi en kiiciik
olan yerine en hizli ¢alisan kanalda hizmete basladigin
varsayalim. Buna kisaca en hizli servis kurali denir.

Teorem 2. (1, 2, 3) serisinin herhangi bir dizilimi yerine y;, =
Mi, = W, olacak sekilde (iy,i,,i3) sirasi ile atama yapilirsa

GI/M/3/ K kuyruk sisteminde kaybolma olasilig1 Py en kiiciik
olur.

Bu ispat, bir karar verme aninda en hizli olmayan bir kanala bir
is atamasi durumunda, o isi daha hizli bir kanala atayan bagka
bir politika oldugunu gosteren basit bir baglanti argiimani ile
yapilabilir (bkz. EK B, Ispat 2). Bu teorem heterojen kanall
M/M/m kuyruk sistemi i¢cin Weber [28] tarafindan
ispatlanmistir. Benzer teoremler bekleme yerinin olmadig
heterojen kanalli G//M/n kuyruk sistemi i¢in Yao [21] ve
Saglam ve Shahbazov [22] tarafindan ayrica heterojen kanall
M/ M/ s/s kuyruk sistemi i¢in ise Nath ve Enns [18] tarafindan
ispatlanmistir.

3.1 Sayisal ¢dziimleme

Bu béliimde sayisal bir calisma yapilarak gelis siirecine gore ve
hizmet disiplinine gore kaybolma olasiiginin degerleri
arastirilmis ve karsilastirilmistir. {1k olarak farkl gelisler arasi
slire dagilimlar1 i¢in kaybolma olasiliklarinin degerleri
birbirleriyle karsilastirilmis ve Teorem 1'de elde edilen sonug
sayisal olarak gésterilmistir. Ikinci durumda ise en hizh servis
kurali varsayimi altinda kaybolma olasiliklar1 hesaplanarak
Teorem 2'de elde edilen sonug sayisal olarak gosterilmistir.
Gelisler arasi siirelerin dagilim fonksiyonu her iki durum i¢in de
sirastyla tistel, Erlang-2 ve deterministik olarak seg¢ilmistir.

(23) formiiliiyle verilen kaybolma olasiligi, ortalama hizmet
hizlar1 swrasiyla pq =20, u, =40 ve u; =60 secilerek
M/M/3/5, E2/M/3/5 ve D/M/3/5 kuyruk sistemleri i¢in ayr1
ayr1 hesaplanmistir. Burada ortalama gelis hizlar1 (1) sirasiyla
36, 60, 84, 108, 120, 132, 156, 180, 204 ve 228 segilerek farkli
trafik yogunluklari icin sonuglar verilir. Tablo 1'de gorildiigi
gibi trafik yogunlugu arttik¢a kaybolma olasilig1 biiytimektedir.
Buna ek olarak Teorem 1'de ifade edildigi gibi, gelisler arasi
siireler deterministik dagildiginda kaybolma olasiliginin degeri
diger dagilimlara goére her zaman daha kiigiik ¢ikmaktadir.
Burada elde edilen sonuglar Sekil 1'de 6zetlenmistir. Ayrica
farkli parametreler i¢in, baska bir sayisal ¢oziimleme daha
yapimstir (bkz. Ek C, Ornek 1).

Tablo 1: Kaybolma olasiliklari.

Trafik Kaybolma olasilig
yogunlugu MMJ3)5 Eo/MJ3/5 D/ M35
0.30 0.0059 0.0010 0.0000
0.50 0.0357 0.0145 0.0019
0.70 0.0948 0.0590 0.0237
0.90 0.1716 0.1328 0.0870
1.00 0.2120 0.1751 0.1309
1.10 0.2519 0.2181 0.1781
1.30 0.3269 0.3005 0.2712
1.50 0.3933 0.3736 0.3535
1.70 0.4507 0.4362 0.4223
1.90 0.4999 0.4892 0.4798
0,60
Kaybolma 0,40
olasiligi 0,20
0,00
0 0,5 1 15 2
Trafik yogunlugu
- = (ste] ===== Erlang-2 Deterministik

Sekil 1: Kaybolma olasiliginin trafik yogunluguna goére
degisimi.

Tablo 2'de trafik yogunlugu p = 0.90 i¢in kaybolma olasiliklar1
swrasityla M/M/3/5, E2/M/3/5 ve D/M/3/5 kuyruk sistemleri
icin hesaplanmistir. Burada Teorem 2'nin sonucunu géstermek
amaciyla ortalama hizmet hizlarinin (20, 40, 60) miimkiin
biitiin siralamalar1 igin kaybolma olasiliklar1 ayr1 ayrn
hesaplanmistir. Tablo 2'den agik olarak goriildiigii gibi; sisteme
gelen miisteri bos olan kanallardan en hizli olaninda hizmete
basladiginda (en hizli servis kural), yani u; = 60, u, = 40 ve
uz = 20 oldugunda, diger siralamalar icinde her zaman daha
kiictik bir deger alir. Farkl trafik yogunluklar i¢in, baska bir
sayisal ¢éziimleme daha yapilmistir (bkz. Ek C, Ornek 2).

Tablo 1: p = 0.90 igin kaybolma olasiliklar1.

(20, 40, 60) serisinin
miimKiin biitiin siralamalari

Kaybolma olasilig1
M/M/3/5 E/M/3/5 D/M/3/5

1y = 20, 1y = 40, i3 = 60 0.1716 0.1328 0.0870
= 20, 1ty = 60, s = 40 0.1704 0.1315 0.0860
g = 40, 1, = 20,15 = 60 0.1690 0.1306 0.0854
g = 40, 1y = 60,5 = 20 0.1659 0.1276 0.0829
Ly = 60, 1y = 20, 5 = 40 0.1650 0.1268 0.0823
[y = 60, 1y = 40, 1y = 20 0.1631 0.1250 0.0807

4 Sonuclar

Heterojen kanalli ¢// M/3/ Kkuyruk sistemi yari-Markov siireci
kullanilarak tanimlanmis ve yari-Markov siirecinin sunulan
Markov zinciri, ilgili kuyruk sistemi icin elde edilmistir. Sunulan
Markov zincirinin Laplace-Stieltjes dontlisiimii elde edilmis ve
bir adim gecis olasiliklar1 bulunmustur. Duragan durum
olasiliklar elde edilmis ve kaybolma olasiligi hesaplanmistir.
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Gelis siirecine gore en iyileme yapilarak, gelisler arasi siire
dagilimi deterministik oldugunda kaybolma olasiliginin en
kiiciik degere ulastig1 gosterilmis ve bu durum sayisal bir
calisma tizerinde uygulanmistir. Buna ek olarak hizmet
disiplinine gore en iyileme yapilmis ve en hizli servis kural
uygulandiginda kaybolma olasiliginin en kiiciik degeri aldigi
sayisal olarak gosterilmistir.

Bu calismada ele alinan kuyruk sisteminde kanal sayisi 3 ile
sinirlandirilmistir.  G//M/3/K kuyruk sistemi i¢in ortaya
konulan varsayimlar aymi kalmak iizere, kanal sayisinin ¢
olmasi durumunda ortaya cikacak olan heterojen kanalli
G/ M/ ¢/ Kkuyruk sisteminin modellenmesi bir sonraki ¢alisma
olarak diisliniilebilir. Buna ek olarak duragan durumda,
sistemde bulunan ortalama miisteri sayisi, kuyrukta bekleyen
ortalama miisteri sayisi ve kuyrukta ortalama bekleme siiresi
gibi sistemin performans oOlciileri sayisal olarak &I/ M/3/5
kuyruk sistemi i¢in kolaylikla hesaplanabilir. Fakat heterojen
kanalli G// M/ c/K kuyruk sistemi icin performans olciilerinin
genel formda ifade edilmesi hem zor hem de 6nemli bir
problem olarak karsimizda durmaktadir. Ayrica bu ¢alismada
elde edilen sonuglar yalmizca kuyruk problemlerinin
coziimiinde degil mithendislik alaninda pek ¢ok uygulamasi
olan givenilirlik analizi problemlerinin ¢dziimiinde de
kullanilabilir. Ozellikle Giircan ve dig. [29] calismis oldugu n-
den k-gikish F sistemi ve benzeri giivenilirlik analizi
problemlerinin genellestirilmesinde kullanilabilir.
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EkA

(19) esitligi ile verilen g (s) matrisi, heterojen kanalli G// M/3/5
kuyruk sistemi i¢in asagidaki gibi yazilir:

q(s)
qoo(s)
G10(8)

_ q20(5)
q30(s)
qa0(S)

Lgao(s)

qo1(S) 0 0 0 0
q11(5)  q12(5) 0 0 0
421(8)  q22(5)  qa3(s) 0 0
q31(8)  q32(8) q33(s) qs4(s) 0
41 (5) 12(5) Qu3(s) qua(s) qas(s)]
01(5) Qa2(s) 9u3(s) aa(s) qus(s)]

(A1)

q;;(s) esitlikleri, Q;;(x) (0 < i,j < 5) gekirdek fonksiyonlarmin
Laplace-Stieltjes doniisiimii olup asagidaki gibidir:

q10(s)

q11(s)

Goo(s) = f(s) — f(s + uy)
qo1(s) = f(s +uy)

= F6) = Fls+ ) = 5 £ s +1) = 3 £ s + 1)

2 1
+§f(5+#1 +uz)+§f(S+M1
+ us)

2 1
= f(s+uy) +§f(5+uz)+§f(5+ﬂs)

4 2
_§f(5+#1+#2)_§f(5+li1
+ p3)

2 1
q12(s) = §f(5 + oy + 1) +§f(5 + pg + u3)

Q20(s) = f(s) = f(s + ) = f(s + u2)

q21(s)

—f(s+us) +f(s+u +uz)
+ (s + u + p3)
+f(s+u, +us) —f(s+p)

=f(s+u)+f(s+u)+f(s+us)

=2[f(s +uy + pz)

+f(s+u +ps) + f(s+up+p3)] +3f(s +p)
G22(s) = f(s + g + 1) + f(s + g + 3)

+f(s+uy +u3z) —3f(s + )

q23(8) = q34(s) = qus(s) = f(s + )

Myt

q31(s) =

q30(s) = f(S) f(s+uw

H2+ U3

Tt [f( +uz) = f(s + )]

B (s +u) —f(s + )]
2%)

+l%[f(s + iy + 1) — £ (5 + )]
+:—2[f(s ity + 1) — £ (5 + )]

+£[f(s iy + ) — f(s + ]
—ufz(s +1)
[f(s+u) — f(s+wl

#z+ 3

ul +u3 [f(s+uz) = f(s +u)]

[f(s+u) = fls+w)]

(A2)
(A3)

(A4)

(A5)

(A6)

(A7)

(A8)

(A9)

(A10)

(A11)

(A12)

qa1(s) =

U
(s)=—
432 1

qao(s) =

o
(u2 + p3)?

u
o +M2[f(5+u3)—f(5+u)]

2
—H—’:[f(swl + 1) — f(s + W]
2
—M—I:[f(5+u1+ua)—f(5+u)]

—i—lf[f(8+uz tus) — f(s + 0]
+3uf?(s + )

2

[f(s+u +uz) — (s +pl
+ ﬁ[f(s bt ) = fr Rl
+ [f(5+llz+#3) f(s+w]
—3uf2(5+u)
q33(S) = qaa(s) = uf?(s + p) (A14)
f(zs)—f(5+u)
u
~ o+ i )Z[f( s+u)—fls+p
= (uz + #3)f2(s +u]
@ +M)2[f(5+uz) fls+w
—(u + #3)f2(s + )]
(u1+# B [f(s+us)—fls+w)
(u1+#z)f (s +wl (A15)
2[f(5+ll1+#2) fls+w
_ﬂ3f2(5+ll)]
+E[f(5+ll1+#3) fGs+w
_#2f2(5+#)]
z[f(5+#2 +uz) — fls+w
— i f? (S+u)]—7f3(5+u)
[f(s+p) = fls+ ) — (4
+ ﬂz)fz(s + )]
T 3)z[f(5+#z) fls+w
= (u + ua)fz(s + ]
s +u)2[f( s +ps) — f(s +p)
= (u1 + p2)f? (s + Wl
2 (A16)

—zui[f(s+u1+u2) FGs+ 1)
—psf?(s + ]l
2u?
—F[f(5+#1+u3)—f(5+u)
2
—p2f?(s + W]
2u?
—F[f(5+llz +uz) = f(s+w)
1

3 2
— 25 + ]+ 5 (s + 10
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2
qaz(s) = z—z[f(s‘hul +uz) — f(s + 1) — paf?(s + Wl
3
2
+%[f(5+#1 +tuz) = fls+w
2
— 12 (s + p)] (A17)
2

UG+t ) = s+
1

3u?
—uf?(s+pl —TfS(S + 1)

4is() = 517(5 + 1) (A18)

Ek B

Ispat 1. (23) esitligi ile verilen kaybolma olasiliginin formiiliinii
goz oniine alalim. f; = f(u), fo = f(u2) , f5=f(u3), fiz =
flu +p2), fis = flus +13), fo3 = flug +13), f = f(W), f? =
f?(u) ve f3=f3(w) olmak iizere (23) formiiliinii pay ve
paydasi 6 sayisi ile carpilarak asagidaki gibi yazilabilir:

P — fi(4fiz + 2f15)(f)?

K7 6-D(1,1,1,1,1)
Jensen esitsizliginden elde edilen f(s) = e™% esitsizligi (B1)
formiiliiniin hem pay hem de paydasina uygulayalim. Oncelikle
ilgili esitsizligi (B1) formiiliiniin payina uygularsak,

FQu)[4f (g + p2) + 2f (ur + p)lf (W] 2

e~ [4e —a(ptpz) 4 ze—a(u1+u3)] (e~am)3,

(B1)

elde edilir. Yukarida verilen son esitsizlige gore gelislerarasi
siireler deterministik oldugu zaman, (B1) esitliginin pay: diger
dagilimlar arasinda her zaman daha kiigiik degerini alacaktur.
Benzer sekilde (B1) esitliginin paydasinin derterministik
dagilim icin her zaman daha kii¢iikk kaldigim1 gostermek
gerekmektedir. Bunun icin kolaylik agisindan B1 formiiliiniin
paydasinda yer alan 6-D(1,1,1,1,1)'i asagidaki gibi ifade
edelim:
6-D(1,1,1,1,1) =2

*(Dy+ Dy + D3 + Dy

+ Ds) - Dg + Dy + Dg + Dy

+ D1o + D11 (D15 + D13)
burada D, D,, D3, Dy, Ds, Dg, D5, Dg, Do, D1g, D11, D15 ve D13
terimleri sirasiyla asagidaki gibidir:

(B2)

Dy = —=6ffi1, = 2f3f12 — 2f3f12 — 3f f1z — f2f13 — f3/13
D, =2 (_2f12 _f13)(_f12 - fi3 _fzs)'
D3y =B =2f, = f)~f =31+ (=) (~fiz — fiz — f23),

Dy = (=uf) (—3f2 —i—l{—z—i)
De = _.Uff23 _#ff13 _Hff12
s Uy 123 U3
Dg=(1~f—uf?

D; = —uff3(3+9f + fiz + fofis + 2fafos + f3fos + 6f f1z
+3ffi3)

Dg = (—uff3)(=3f(f2 + f3) = fiz = 3f2s = 2fo — f3 = f3f12)

Dy = —(f)? (21% + if + if)
2 H3

1

2 2f% 2 2f% 2 2f?
D1o=(_f)2<—M—]ZC—L——]2C—L——I:—L—3f3)

Dy = 2[_(f)2f12 - (f)2f13]

22 222 22 222 22 222
u2f+uf+u2f+uf+u2f+uf
M1 M1 K3 H2 Uz U3

2 2 2 323
W fs +Hf2 N v fi +uf)

D12=—f2<

WAui w+ud outuey 2

2u%f, 202, 22 2
D13=(_f2)(_f1_ﬂ23_ﬂ13_#f12 ur

ui s ui ui+ud
T PR 2Y) A o A (50 1Y) A 0 #2(#2+#3)f2)
ui+u3 ui+ud ui+uj u3+uj wi+ui

f(s) = e ™ esitsizligini yeniden dikkate alalim ve D; =

—6ffi2 — 2f2f12 — 2f3f12 — 3f f13 — f2f12 — f3/13 terimine bu

esitsizligi uygulayalim. Bu durumda:

_6ff12 - 2f2f12 - 2f3f12 - 3ff13 _f2f13 _f3f13 <

—pe—ate=alti+pz) _ po—apzp—a(Ui+iz) _ 9o—alzp—alis+itz) _
e atgaliitis) _ g=anzg=aliitis) _ g=aksg=aliitis)

elde edilir. (B2) esitliginde yer alan D,, D3, D,, Ds, D¢, D, Dg, Dg,
Dio, D11, D1, ve Dy3 terimleri i¢in de f(s) = e~ esitsizligi
benzer sekilde uygulandiginda (B1) esitliginin paydasi,
deterministik dagilim i¢cin her zaman daha biiyiik deger
alacaktir. Burada (B1) formiiliiniin paydasindaki biitiin
terimlerin icinde yer alan f(s)’lerin basinda —1 ¢arpanin
bulunduguna dikkat edilmelidir.

Sonug olarak deterministik dagilim i¢in (B1) formiiliiniin pay1
diger dagilimlara gore her zaman daha kigik ya da esit
kalirken, paydasi ise diger dagilimlara gore her zaman daha
biiyiik ya da esit kalmaktadir. Sonug olarak ortalamasi ayni ve
a olan gelislerarasi siire dagilimlar1 iginden, deterministik
dagillm kaybolma olasiiginin  degerini her zaman
enkiiciikleyecektir. Ispat tamamlanmigtir.

Ispat 2. Bu ispat, bir karar verme aninda en hizli olmayan bir
kanala bir is atamasi durumunda, o isi daha hizli bir kanala
atayan bagka bir politika oldugunu gosteren basit bir baglanti
arglimani ile yapilabilir. Bu argiiman cesitli sekillerde ifade
edilebilir. Burada Sistemin yari-Markov siireci ile tanimlandigi
goz oniinde bulundurulmalidir. Yari-Markov slirecine gore
sistemin durumu miisterinin gelis anindan hemen dnce kontrol
edilir, dolayisiyla sistemden ayrilan miisteri ile dogrudan
ilgilenilmez. Bu sisteme gore sisteme gelen miisteriler bos olan
kanallardan sira numarasi en diisiik olan kanala 1’e esit
olasilikla atanir. Varsayalim ki « + Z?:ﬂli =1 olsun ve p; =
Uy = pz olsun. Varsayalim ki m' kanallar1 hizlarina gore
buyiikten Kkigiige siralayan bir kural olsun, yani ' =
(¢4, Up, U3). Bu durumda en hizh servis kurali uygulanmis olur.
m ise yalmizca iki kanala ait sira numarasini birbiriyle
degistirmekle elde edilebilecek siralamalardan herhangi bir
tanesi olsun ve bunun diginda 7’ ile tamamen 6zdes olsun.

Miisterinin sisteme gelis aninda biitiin kanallar bos ise '
kuralinin, m kuralindan stokastik olarak daha avantajli oldugu
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aciktir. Varsayalim ki miisterinin gelis aninda sistemde bir kisi
vardir. Bu kisi birinci, ikinci ya da t¢lincii siradaki kanallardan
birisinde olabilir. Boyle bir durumda 1’ kuralina gére sisteme
gelen miisteri anilan sirayla, ya 2. kanala, ya 1. kanala ya da yine
1. kanala girecektir. Sonug olarak (uq, ¢t5), (o, 1) ve (us, uq1)
biciminde bir durum ortaya ¢ikacaktir. Yani n’ kuralina gore
miisterinin gelis aninda sistemde 1 kisi varsa sistem hicbir
zaman [, + 3 hiziyla hizmet vermeyecektir. Bu durum m
kuralinin bitiin farkhi siralamalart igin sirasiyla ya (uy, 1),
(41, 2), (uz, p2) seklinde, ya (us, pz), (42, u3), (g, u3)seklinde
yada (uq, u3), (U3, th), (U2, 1), seklinde olacaktir. Buradan agik
olarak gorilir ki bu durumda da, w' kurali ™ kuralindan
stokastik olarak daha avantajlhidir. Eger miisterinin gelis aninda
sistemde 2 miisteri var ise sisteme gelen miisteri bos olan
kanala girecegi icin ve sistemde 3 ya da daha fazla miisteri varsa
gelen miisteri kuyruga girecegi icin ' ile  arasinda hi¢bir fark
olmayacaktir. Bu karsilastirmalara gore; n-nci gézlem anindan
hemen sonra sistemdeki is sayisinin, 7’ altinda = den daha
biiyik olmadigi agiktir. Dolayisiyla en hizl servis kurali (m’
kurall) uygulandiginda Px olasilifi diger kurallara gore
hesaplanan degerlerden her zaman kiiciik ya da en fazla bu
degerlere esit olacaktir. ispat tamamlanmistir.

EkC

Ornek 1. (23) formiiliiyle verilen kaybolma olasilig), ortalama
hizmet hizlari sirasiyla p; = 15, y, = 10 ve uz = 17 segilerek
M/M/3/5, E2/M/3/5 ve D/M/3/5 kuyruk sistemleri i¢in ayr1
ayr1 hesaplanmistir. Burada ortalama gelis hizlar1 (1) sirasiyla
12.6, 21, 294, 37.8, 42, 46.2, 54.6, 63, 71.4 ve 79.8 secilerek
farkl trafik yogunluklari sonuglar asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo C1: Kaybolma olasiliklari.

Trafik Kaybolma olasilig
yogunlugu M/M/3/5 Ez/M/3/5 D/MJ/3/5

0.30 0.0045 0.0007 0.0000
0.50 0.0311 0.0120 0.0015
0.70 0.0882 0.0540 0.0211
0.90 0.1650 0.1272 0.0831
1.00 0.2058 0.1699 0.1271
1.10 0.2463 0.2134 0.1748
1.30 0.3226 0.2971 0.2690
1.50 0.3901 0.3712 0.3521
1.70 0.4484 0.4345 0.4217
1.90 0.4982 0.4880 0.4793

Tablo C1 dikkatle incelendiginde Teorem 1'de ifade edildigi
gibi, gelislerarasi siireler deterministik dagildiginda kaybolma

olasiliginin degeri diger dagilimlara goére her zaman daha kiigtik
cikmaktadir.

Ornek 2. Ornek 1 de verilen parametreler goz éniine alinarak
Teorem 2'yi sayisal olarak aciklamak amaciyla ortalama hizmet
hizlarinin (15, 10, 17) mimkiin biitiin siralamalar1 i¢in
kaybolma olasiliklari, trafik yogunluklarinin sirasiyla 0.30, 0.50
ve 0.90 oldugu durumlar i¢in ayr1 ayr1 hesaplanmis ve asagida
verilen tablolarla 6zetlenmistir.

Tablo C2: p = 0.30 i¢in kaybolma olasiliklar1.
(15, 10, 17) serisinin

miimkiin biitiin

Kaybolma olasilig1

M/MJ3/5 E/M/3]5 D/M/3/5

siralamalari
uy =15u, =10,u; = 17 0.0045 0.0006 0.0000
wy =15u, =17,u; = 10 0.0043 0.0006 0.0000
uy =10,u, = 15,u; = 17 0.0051 0.0008 0.0000
o =10,u, = 17,43 =15 0.0050 0.0008 0.0000
W =17,u, = 10,u3 = 15 0.0043 0.0006 0.0000
W =17,u, = 15,u; = 10 0.0041 0.0005 0.0000

Tablo C3: p = 0.50 icin kaybolma olasiliklari.
(15, 10, 17) serisinin

Kaybolma olasilig

miimkiin biitiin
M/M/3/5 E/M/3/5 D/M/3/5

siralamalari
uy =15,p, = 10,45 = 17 0.0311 0.0120 0.0015
uy =15,p, = 17,43 = 10 0.0301 0.0114 0.0013
Uy =10,p, = 15,u5 = 17 0.0328 0.0130 0.0016
uy =10,p, = 17,5 = 15 0.0325 0.0128 0.0016
uy =17,p4, = 10,5 = 15 0.0302 0.0115 0.0013
wy = 17,0y = 15,45 = 10 0.0294 0.0111 0.0012

Tablo C4: p = 0.90 i¢in kaybolma olasiliklari
(15, 10, 17) serisinin

miimkiin biitiin

Kaybolma olasilig1

M/MJ3]/5 E:/MJ3/5 D/M/3]5

siralamalari
wy =15,u, = 10,43 = 17 0.1650 0.1272 0.0831
wy =15u, = 17,3 = 10 0.1633 0.1256 0.0817
wy =10,u, = 15,43 =17 0.1670 0.1290 0.0844
w =10,u, = 17,3 =15 0.1666 0.1286 0.0840
w =17,u, = 10,43 = 15 0.1637 0.1260 0.0821
W =17,u, = 15,u; = 10 0.1625 0.1248 0.0811

Tablo C1 ve Tablo C2 ve Tablo C3'den agik olarak goriildigi
gibi; sisteme gelen miisteri bos olan kanallardan en hizh
olaninda hizmete basladiginda (en hizli servis kurali), yani y; =
17, u, = 15 ve u3 = 10 oldugunda, diger siralamalar iginde her
zaman daha kii¢iik bir deger alir.
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