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OZET

Bu calismada duzgin yayih ek kitle tasiyan bir plagin dogal frekandarinin bulunmasl igin bir metot
sunulmaktadir. Polinom seklindeki frekans denklemi, plagin hareket denklemine standart Galerkin proseduri
uygulanarak elde edilmektedir. Analiz sonuglarinin genel uygulanabilirligini saglamak icin eklenti kitlenin yeri,
birim alana diigen yogunlugu ve oturma alani ile ilgili boyutsuz parametreler tanimlanmistir. Daha sonra en distk
U¢ frekansin, 6neminden 6turt 6zellikle temel frekansin bu boyutsuz parametrelere gore degisimi incelenmistir.
Ayrica, sayisal bir érnekle bu metodun 6zel bir hal olarak konsantre kitle tasiyan plaklarin incelenmesinde de
kullanilabilecegi gosterilmistir. Son olarak, bdyle bir eklentinin konumunun ve kitlesinin bir plagin modal
ylizeyleri ve nodal cizgilerine etkisi arastirilmistir.

Anahtar Kelimeler : Dikdortgen plak, Kisitl plak, Heaviside fonksiyonlari, Plak frekanslari, Modal ytizeyler

NATURAL FREQUENCIES OF A RECTANGULAR PLATE CARRYING A
DISTRIBUTED MASS

ABSTRACT

In this paper, an analytica method is presented to find the eigenfrequencies of a plate carrying an attachment
which consist of auniformly distributed mass. The frequency equation of polynomial type is obtained by applying
the standard Galerkin procedure to the equation of motion. The nondimensional parameters which are associated
with the location, the area density and the distribution of the mass, are defined in order to make the analysis results
generally applicable. Then, the variation of the three lowest frequencies, especially of the fundamental frequency
due to its significance, with respect to these nondimensional parameters is investigated. Furthermore, it is shown
by a numerical example that the method can be used to study plates with concentrated mass as a special case.
Finally, the effects of the location and the mass of such an attachment on the modal surfaces and nodal lines of a
plate are investigated.

Key Words : Rectangular plate, Constrained plate, Heaviside' s functions, Plate frequencies, Modal surfaces

1. GIRIS eklentilerin  varhginin, orijina taslyic  sistemin

hareketi Uzerine getirdigi  kisittamalara  isaret

Asma koprii tastyici halatlari, makine monte edilmis etmektedir. Yayili kitle tastyan Kiris ve cubuklara ait

dosemeler, lizerinde tasit veya tren katari bulunan calismalar olmakla beraber (Chan and Zhang, 1995;

kopriiller gibi cesitli eklentileri (attachment) tastyan Chan, et all. 1996; Chan et al., 1998) eklentileri haiz

kisittanmis (constrained) esnek yapilara mithendislik plaklarailiskin calismalarda daha gok konsantre kiitle

uygulamalarinda sikca rastlanmaktadir. Bu eklentiler veya tekil yaylarla donatiimis sistemler ele

genellikle ayrik (discret) sistemlerden ibarettir veya ainmaktadir (Ross and Laura, 1996; Cha, 1997,
en azindan bdyle modellenebilir. Kisitl sozcligii ise Wuand Luo, 1997).
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Halbuki pratikte kitleler genellikle yayili hade
bulunmaktadir. Bu calismada belirli bir bolgesinde
yayilll kitle tastlyan bir plagin serbest egilme
titresimleri ve frekanslarl incelenmektedir. Bu amagla
iki  boyutlu Heaviside fonksiyonlarina dayal
matematiksel bir model gelistirilmis ve hareket
denklemi  Galerkin  prosediriyle ayristirilarak
sistemin  karakteristik  denklemine ulasilmistir.
Matematiksel model kitlesiz veya konsantre kitleli
plak hallerinin incelenmesine de imkan vermektedir.
Ayrica kitleyi  tamimlayan  ¢esitli - boyutsuz
parametrelere gore analizler yapiimis, plagin nodal
cizgileri ve moda ylzeyleri matlab ortaminda
grafikler seklinde elde edilmistir.

2. MATEMATIK MODEL VE
HAREKET DENKLEMI

Sekil 1'de gosterilen sistemdeki izotropik, dikddrtgen
plagin eni, boyu ve kalinlig1 sabit ve sirasiyla a, b ve
h olsun. Plak, dért kenarindan basit mesnetlenmistir.

Boyutlari c ve d olan yayili ve dikdértgensel bir kiitle
plagin  Uzerinde Sekil 1'de gorilen tarzda
yerlestirilmistir. Kitlenin, xy takiminin orijinine en
yakin olan kdsesinin koordinatlari (Xo,yo) olsun.
Burada kitlenin Uzerinde yer aldigl plak bolgesinin
egilmesini engellemedigi varsayilacaktir. Bu sartlar
atindaplagin hareket denklemi:

YA

(O:b)

Vo+d/2 1d
Yo

<Y

Xo \ (a; 0)
Xotc/2

Sekil 1. Yayili kiitleli plak

D (Wyyux + 2 Wy + wyyyy) +pwW )
= —pw H(x,y.x0,y0.¢,d)

olmaktadir. Burada w = w(x,y,t) plak orta diizleminin
enine sehimlerini ve x ile y indideri de x ve y
degiskenlerine gore kismi tirevleri temsil etmektedir.
D plagin egilme katilig1 olup,

EhS

- 2
P 12(1-v?) @

seklinde tanimlanmaktadir. Burada E, v ve h siraslyla
plagin elastisite modiil i, Poisson orani ve kalinhigidir.
Ayrica, p ve p plagin ve yayili kitlenin alan
yogunlugu yani birim alana disen kitlesidir. Nihayet,
(1) denkleminin sagindaki H fonksiyonu dort adet
Heaviside fonksiyonunun asagidaki  gibi  bir
kombinasyonudur:

Hx,y,x0.y0.¢.d) =[H(x - x0) - H(x —x¢ — 0)]

3
[H(y-yo)~H(y-yo-d)] ®

veya

H(x.y.xo,y0.¢.d) =Hy(x=x0,y-y0)
-Hy(x-x0,y-y0-0)
—H3(x—x0—c,y—yo)
+Hy(x=xo-cy-yo-d)

Tek ve iki boyutlu H; ve H fonksiyonlari arasindaki
iligki sOyledir:

Hi(x =0,y -yo) = H(x = x0) - H(y - Yo)
H,(x —xg,y~yo —d) = H(x - xo)

“H(y-yo-d)
Hs(x-xo-c,y-yo) = H(x-xo-0) (4)
-H(y-Yo)
Ha(x-xo-cy-yo—-d) =H(x-xq -0
“H(y-yo-d)

Galerkin  prosedirini  uygulamak icin (1)
denkleminin gergek ¢oziimiine:

Nx Ny

WOy =D WX, Y)a (1) (5)

i=1 j=1

serisiyle yaklasilacaktir. Burada W ler kisitsiz, basit
mesnetli plagin modal fonksiyonlari olup,

. imx . jmy
W; (X,y) = sin—— sin—= 6
ii(X,y) a b (6)

seklindedirler. (5) bagintiss (1) denkleminde
yerlestirilir, denklemi yeniden dizenlenir ve (0 < x <

a 0 <y < b) bolges Uzerinde integre edilirse
asagidaki denkleme ulasilir:
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(7)
_ab.. Nx &
+ PTQrs"'Pab ZZ'HSQU =
Bu denklemdei her terim p aTb ile bolinir ve
yob ®)
Y2
_ D
wrs=n2[r2+(5/\v)2] [g} (9)

seklinde tanimlanan biyuklikler kullanilirsa (7)
denklemi su sekli alir:

=2
Ars + Ors Org

Nx Ny _
4 (%j [ZZ Iij,rsdij] =0 (10)
i
r=>1....,Ny s=1,......, Ny
Burada;
(0‘11 _0‘21)' (ﬁll_ﬁzl) i=r,j#s
- (alz_a22)'(ﬂll_ﬁ21) i=r,j#s (12)
ijrs=
(0512 _0522)'(,312 —,322) i=r,j=s
(all_azl)'(ﬂlz_ﬁzz) i#r,j=s

2 L .
m (icosing sinrmé (12)

—rsininécosrng)

011 =

(13)

1 1 .
0(1225 (1—&) +msn2rﬁé

G2 = [icosin(& +7y) sinra(&+7)

(%~ (14

—rsinin(+y)cosra(g +7)]

Gz =3 W-E-1) + 5 SN2rm(E+y) (15)
B =#(jcosjn§ sinsng
- (16)
—ssin jnLcossni)
1 1 .
P12 =5 a-9+ et Ll 2sng (17)
3 2 — .
[321—7(]_2_82)7t [jcosjn(C +8) sinsn(G +3) (18)
—ssinjn(C +8) cossn(E + 8)]
By =+ (1-C—8) + —— sin2sm(C +9) (19)
2=7 o - (g
g=22 (20)
a
Yo
(=X (21)
T== (22)
d
626 (23)
olmaktadir. (10) denklemindeki indisleri azaltmak
icin
m=Ny (r-1) +s i,r=1,....,Ny (24)
n= Ny (i-1) + ] 1S=10N (25)

ile tamimlanan yeni m ve n indideri ise katilacaktir.
N=Ny - Ny, olmak iizere m ve n, 1 den N ye kadar
tamsayl degerler amaktadirlar. Neticede (10)
denklemi asagidaki gibi yazilabilir:

G+ O O + 4( j [Zlnmqn:|

(26)
m=1,....., N
(26) denkleminde
G = - dp 27)
konuldugunda asagidaki denklem takimi elde

edilmektedir:
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n=1 (28)
m=1....,N
(28) denklem takimi matris denklemi olarak,
(] ta} = o? | 11+ [e] o) @
seklinde de ifade edilebilir. Bu denklemde,
[a2]-| (30)
0 ol
Qu =4 (gj Iy, (31)
p

ile verilen bir matristir. [I] birim matris temsil
etmektedir. (29) denklemi

o ta] [ o] | o

seklinde tekrar dizenlenirse (32) deki katsayilar
matrisinin acik sekli

{0}

(32)

@+Quo?-af Qu0? Qo? - QN ©?
2

Qa1 1+Qp?-0 Quo® -~ Qe -0 @

Qo Q202 Quao? - @+QyN)o?-B]
olup [Q] ise elemanlari
olan determinanti sistemin dogal frekandarini
verecektir.

3. SONUCLAR

Merkezi (xo +¢/2, yo +d/2 ) de olan yayili bir kiitle
tastlyan dikdortgen bir plagin dogal frekandari
yukarida aciklanan metotla tayin edildi. Ancak
baslangicta bu frekandarin hangi modlarla iligkili

oldugu goz 6niine alinmadi ve bunun yerine bulunan
frekandar en kicikten en blylge sraand.
Hesaplamalarda gerekli bazi boyutsuz parametre
degerleri asagidaki gibi segildi:

6=—=01

d
b
N= N,N,=25

Kitlesiz (kisittamasiz) plagin ilk yirmibes modu
kullanldigindan bunlara karsilik gelen yirmibes
frekans Tablo 1'de parantez icinde hangi modlara
karsi geldikleri belirtilerek  kiglkten  biyUge
siralanmistir.

Tablo 1. Dikdortgen Plagin Boyutsuz Ozfrekandari
vy =15i¢in

;= (®1.1) 14.2561 | y4= (03.4) 159.0103
2= (01) 274156 | 5= (o) | 162.3002
03 = (©.1) 438649 | wi5= (0042) | 175.4596
4= (015) 49.3480 | ;= (045 | 197.3921
5= (02.9) 57.0244 | ©5= (035) | 198.4887
06 = (02.3) 78.9568 | 9= (4.4) 228.0975
07 = (®1.4) 80.0535 | wyp= (ws.1) 251.1266
g = (®31) 932129 | @y =(wsy) | 264.2861
0= (wzp) | 106.3724 | 0= (m,5) | 267.5759
010= (024) | 109.6623 | 3= (ws3) 286.2185
01 = (0y5) | 1195319 | wy=(ws,) | 316.9240
0= (033) | 1283049 | 0p5= (ws5) | 356.4024
MW13= (0)2_5) 149.1407

- _ VU2,

Ozfrekandar (D/ pa4) ile carpilarak boyutsuz-

lastinlmustir.  Plak, sinir sartlari ve geometrisi

bakimindan Simetriye sahip oldugundan

incelemelerin dortte bir plak Uzerinde yapilabilecegi
aciktir. Dolayisiyla & ve ¢ parametrelerine 0.05
atimlarla 0.5 ten 1 e kadar (1 hari¢) degerler
atanmigtir. Belirli bir & -¢ deger cifti icin yayili
kitlenin  merkezi boyutsuz koordinatlar olarak
(&+ 92, (+12) de yerlestirilmis olmaktadir. £= 0.5
(2-») ve £ = 05 (1-9) icin bulunan kisith (kutle
tastyan) plagin ilk yirmibes frekansi Tablo 2'de
verilmektedir.

Mihendislik uygulamalari icin genelde en dnemlisi
temel frekans oldugundan, bu frekansin yayili
kitlenin merkez koordinatlarina gbre degisimi
Matlab®.in  G¢ boyutlu grafik ozelliklerinden
yararlanilarak cizdirilmistir (Sekil 2'ye bkz.) Bu
esnada & ve ¢ haric diger parametrelerin timi sabit
tutulmustur.
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Tablo 2. Uzerinde Yayili Kiitle Tasiyan Dikdortgen
Plagin Ozfrekandarl. = 15, y= 6=0.1, £= 05
(1'7)1 CZ 05(1-6), p/E =10

o1 12.0092 o 155.7927
o, 27.2403 015 158.5821
s 432103 015 175.3214
4 435832 017 188.1630
s 57.0125 015 193.6924
e 78.1580 15 227.4303
o 78.4819 20 238.9339
s 82.8148 1 262.9828
e 105.7888 2 263.3200
010 109.5762 023 277.8061
o 110.2799 24 311.6927
01 124.8148 25 347.0318
03 148.0554

04 04

Sekil 2. Birinci 6zfrekansin yayili kiitlenin konumuna

gore degisimi. =15, y=0.1, 6=0.1, p/p =10

Ktlenin yerlesiminin diger, mesela ikinci ve Gglinci
frekandlara etkisi hakkinda da bir fikir edinmek icin

benzer grafikler cizdirilmistir, Sekil 3 ve 4'e bkz.

04 04

Sekil 3. ikinci 6zfrekansin yayili kitlenin konumuna
gore degisimi. =15, y=0.1, 6=0.1, p/p =10

04 04

Sekil 4. Ucglinci  6zfrekansin  yayili  Kkiitlenin
konumuna gére degisimi. w = 1.5, y =0.1, 6 = 0.1,
p/p =10

p/p oran etkis arastirilacak diger onemli bir

parametre olarak gorinmektedir. Beklendigi gibi
p/p arttikca temel frekans azalmaktadir. Farkli

mertebeden p/p oranlar icin gizdirilen grafiklerde
bu olgu acikca gozikmektedir, Sekil 5 ve 6.

1
AN

ollo ©llo oo
Il
fiN
w»

1l
N

05
04 04

Sekil 5. Birinci 6zfrekansin farkli p/p oranlari igin

yayili kitlenin konumuna goére degisimi y=1.5, y
=0.1,6=0.1

144,

Il
o
=

143,

142

141

ASTER ST STHR SEER THA Y
I}
o
(€1}

Il
-

04 04

Sekil 6. Birinci 6zfrekansin farkli p/p oranlariigin

yayili kitlenin konumuna gore degisimi = 1.5, y=
01,6=01
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p/p icin oldukca blyuk degerler alip y ve & iyice
kiculttldugiinde konsantre kitle taglyan bir plaga ait
sonuglar elde edilmektedir. Mesela, 6 = 0.002, y =
0.002 ve p/p = 50000 secildiginde kendi kitlesinin
15 i kadar bir konsantre kiitle tasiyan plak hali elde
edilir. Bir karsilastirma yapmak amaciyla Wu ve Luo
(1997)’da incelenen plak ve eklentisne ait
parametreler kullanilarak ilk bes frekans hesaplatildi.
Burada sunulan metot, Wu ve Luo (1997) deki metot
ve kesin ¢dzimden bulunan sonuclar Tablo 3'te
gosterilmistir. Sonuclarin mukayesesi burada sunulan
yaklasimin konsantre kitle tastyan plaklar icin de
uygun oldugunu géstermektedir.

Tablo 3. Wu ve Luo (1997)' da incelenen plagin ilk 5
frekans degerleri. y=1, &= 0.25, {=0.25, Myeni = 50
kg.)

Sunulan Wu ve Luo Tam
Metot (1997) Coziim
o 31.7963 31.8271 31.825
(o 63.5739 63.3374 63.318
w3 95.4149 95.4148 95.415
oy | 128.2167 127.7677 127.741
ws | 181.0288 180.6927 180.677

Kitlenin oturma aaninin frekanglar nasil etkiledigi
de arastirildi. Merkezi plak merkeziyle cakisan
dikdortgensel eklentinin kitlesi sabit tutulup, y ve &
ya farkli degerler verilerek temel frekansin nasil
degistigi incelenmistir (Sekil 7). Eklentinin taban
aani degisimine karsilik kitlesinin sabit kalmasi
p/p oranina midahale edilerek saglanmistir. Sekil
7'den de goruldugl gibi, sabit eklenti kitlesi icin
oturma alani arttikca, yani y velveya & degerleri
buyudikce temel frekans da yikselmektedir.

12.5

12

11.5

11

10.5-

10.]
0.8

Sekil 7. Birinci Ozfrekansin yayili kitlenin farkl
boyutlarina gére degisimi v =1.5, Mygentit/Mpiak = 0.2.

Sekil 8 de ise eklentinin kiitlesi ile eni veya boyunun
sabit tutulmasi halinde temel frekansin, kitle oturma
alaninin plak aanina oranina gore nasll degistigi
gosterilmistir. Bu egriler, y = 1.5, Mageni/ Mpax = 0.2,
N = 25, degerleri icin cizdirilmistir. Burada verilme-
mekle birlikte kare plak halinde sabit ve esit y ve &
degerlerine ait egrilerin simetriden 6turt cakistiklari
gbzlenmistir.

®1

11.8

11.7

11.6 y-sabit

115F | -m--—- S:sabit

0.25 0.3 0.35

Kutle oturma alani/Plak alani

Sekil 8. Sabit 6 vey degerleri igin birinci 6zfrekansin
alanlar oranina gore degisimi

Ek kitleyle donatilmis plagin doga frekansarina
karsilik gelen modal ylizeyler de incelenmistir. Bu
incelemelerde kitle birisi plak merkezinde digeri ise
plagin dortte birlik kisminin merkezinde olmak Uzere
iki farkli konumda yapilmistir. Cesitli frekandar ele
alinmakla beraber burada yer darlig1 nedeniyle sadece
ikinci frekansa ait modal ylzeyin grafikleri
aktanlacaktir. Sekil 9(a)’ da p/p =1, y= 6 = 0.005 ve
kitle merkezinin plak merkezinde olmasi halinde
ikinci frekansa ait modal yluizey gosterilmistir.

xla

ylb

Sekil 9. () ikinci frekansa ait modal yiizey p/p =1, ¥
= 6=0.005, Kitle ve plak merkezleri ¢akigik
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Sekil 9(b)' de ise bu modaait nodal ¢izgi goriltyor.

y/b 1
0.9
08
0.7
0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x/a

Sekil 9. (b) ikinci frekansa ait nodal cizgi p/p =1, y =
0= 0.005, Kiitle ve plak merkezleri gakisik

Verilen parametre degerleri pratik olarak eklentisiz
bir plaga karsilik gelmekte olup noda cizginin
seyrinden ve ylzeyin incelenmesinden bunun 1-2
modunu  temsil  ettigi  anlagiimaktadir.  Diger
parametrel erin timi sabit tutulmak sartiyla eklentinin
merkezi sag Ust dortte bir plagin  merkeziyle
cakisacak tarzda yerlestirilmesi halinde de ikinci
frekansa tekabil eden modal yiizey ve nodal gizgiler
cizdirilmis ve eklentinin bu konum degisikliginin
kutle miktarinin pratik olarak ihmal edilebilir olusu
nedeniyle etkisi olmadigl gozlenmistir. p/p =10, y =
6 = 0.1 ainmasi (ki bu degerler plak kitlesininin
1/10 ine esit bir ek kitle demektir) halinde de kiitle
merkezinin yerlesiminin etkin olmadigl ve ikinci
frekansin hala 1-2 modunu temsil ettigi gordlmuistdr.
Ancak plak kitlesinin on katina sahip bir ek kiitleye
karsihk gelen p/p =1000, y = ¢ =0.1 degerleri igin
kitlenin  yerlesiminin  modal ylizey Uzerindeki
etkisinin blyuk oldugu Sekil 10 (a) ve Sekil 11(a)’'nin
karsilastirilmasindan hemen anlasilmaktadir. Keza
nodal cizgilerde de ciddi degisiklikler gtzlenmektedir
(Sekil 10 (b) ve 11(b).

Sekil 10. (a) 1ikinci frekansa ait modal
ylzeyp/p=1000, y = 6 = 0.1, Kitle ve plak
merkezleri ¢akisik

y/b 1

0.9

0.8

0.7]

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x/a

Sekil 10. (b) ikinci frekansa ait nodal
cizgi p/p =1000, y= 6= 0.1, Kiitle ve plak merkezleri
cakigik

Sekil  11(a). ikinci frekansa ait  moda
ylizey p/p =1000, y= 6=0.1, Kiitle sag Ust dortte bir
plagin merkezinde

y/b 1

0.9
0.8
0.7

0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x/a

Sekil 11. (b) Ikinci frekansa ait nodal
Gizgi p/p =1000, y = 6§ = 0.1, Kiitle sag Ust dortte bir
plagin merkezinde

4. DEGERLENDIRME

Bu calismada yayili bir ek kdtle tagiyan bir plagin
doga frekandari ve buna iliskin modal yiizeyleri
tayin edilmigtir. Galerkin prosediriine dayanan bir
metot gelistirilmis ve boyutsuzlastirma yapilarak
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kistlanmis  plagin  dogal frekandarini  veren
karakteristik denklem elde edilmistir. Yogunluk
orani, kitle oturma alaninin plak alanina orani gibi
bazi boyutsuz parametrelerin  frekandari nasil
etkiledigi de arastiriimistir. Ayrica sunulan metodun
konsantre (lumped veya tekil) kiitle taslyan plaklarin
incelenmesine de elverisli oldugu gosterilmistir. Bu
caligsmadan cikarilan dnemli bir sonug da bir yapi
elemani olarak plagin doga frekandarinin ekli
kitleyi (ki genelde plak olarak gbz ©nlne
alinabilecek olan désemeye monte edilmis bir makine
kitlesini temsil eder) uygun tarzda yerlestirmek
suretiyle dosemenin frekanslarini  makine kaynakli
titresim frekansindan uzaklastirma olanaginin var
oldugunun anlagilmasidir. Nodal cizgilerin ise ek
kitlenin plak kitlesine gore orani arttikga 6nemli
degisiklere ugradigi da gosterilmistir. Buradaki
metot, eklentileri olan bir plakta zorlanmis
titresimlerin incelenmesinde de izlenebilir.
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