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OZET

Makina tasariminda sicaklik dagilimmin belirlenmesi, genellikle malzeme se¢imi, ¢alisma esnasinda normalin diginda
sicaklik etkisine maruz kalan parcalarin tasarimi gibi konularda bir ilk adim olusturur. Bu sirada da c¢evre sartlarinin
belirlenmesi, karmasik geometrilerin modellenmesi ve en temel sabit dzellikleri olan izotrop malzemeden her dogrultuda
farkli 6zellikler gosteren kompozit malzemeye kadar ¢ok cesitli malzemelerin dikkate alinmasi gerekmektedir. Bu
noktada elemanlarin hem 1sil hem de mekanik analizinde benzer yontemlerin kullaniliyor olmasi nedeniyle sonlu
elemanlar metodu biiyiik bir kullanim imkani bulur. Bu ¢alisma lamel grafitli dokme demirden yapilmis dikdortgen
kesitli bir gubugun 600 oC ile oda sicaklig1 arasinda tekrarli 1sitilmasi ve su ile sogutulmast sirasinda mevcut bir ¢atlakta
meydana gelen degismenin incelendigi bir projenin ilk basamagim olusturmaktadir (Taggetiren, 1992). Isil dongi
sirasinda ¢ubuk kesitinde meydana gelen sicaklik dagiliminin elde edilmesi ve diizgiin olmayan bu sicaklik dagiliminin
olusturdugu gerilmelerin hesaplanmasi projenin en énemli iki basamagini teskil etmektedir.

Bu calismada genel gegisli hal 1s1 iletimi probleminin iki boyutlu sonlu eleman formiilasyonu verilmis, gelistirilmis olan
bilgisayar programi kullanilarak konveksiyon sinir sarti etkisindeki dikdortgen kesitli ¢ubuk i¢in Ornek c¢oziimler
yapilmustir.

Anahtar Kelimeler: Gegisli Hal Is1 Iletimi, Sonlu Elemanlar Metodu, Termomekanik Analiz.

SOLUTION OF TRANSIENT HEAT CONDUCTION PROBLEM
BY THE FINITE ELEMENT METHOD

ABSTRACT

Determination of temperature distribution is generally the first step in the design of machine elements subjected to
ubnormal temperatures in their service life and for selection of materials. During this heat transfer analysis, the boundary
and enviromental conditions must be modeled realistically and the geometry must be well represented. A variety of
materials deviating from simple constant property isotropic material to composit materials having different properties
according to direction of reinforcements are to be analysed. Then, the finite element method finds a large application
area due to its use of same notation in heat transfer analysis and mechanical analysis of elements.

In this study, the general formulation of two dimensional transient heat conduction is developed and a sample solution is
given for arectangular bar subjected to convection baundary condition.

Key Words: Transient Heat Conduction, Finite Element Method, Themomechanical Analysis

1. G|R|$ simiflandirilir (Huebner, 1982 ve Chandrupatla, 1991).
Bu ¢aligmada bir skaler alan problemi olan geg¢isli hal 1s1
Sonlu elemanlar metodu, gerilme analizi, sicaklik ve 1s1 iletimi problemi ele alinacaktir.
transferi analizi, akigkanlar mekanigi, elektrik ve
magnetik alanlar gibi miihendisligin her alaninda Skaler alan problemlerinin en carpici  6zelligi,
kullanilmaktadir. Ele alinan bu problemler genellikle mithendisligin ve fizigin hemen hemen her dalinda
skaler ve vektorel alan problemleri olarak iki sekilde bulunabilmesidir. Bunlar genellikle Helmholtz denklemi

olarak adlandirilan
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formiilityle ifade edilir. Bu denklemde [=
aranan alan degiskenidir.

M

(x.y,2)
Termal olarak izotropik

ortamda, iki boyutlu 1s1 akigini ifade eden Fourier
kanunu :

oT oT
o=k, ay =k

OX oy )

dir. Burada T= T(x,y,t) olarak ortamdaki sicaklik alani,

gx ve qy; x vey dogrultularindaki 1s1 akisi, k; 1s1 iletim
or oT

katsayisi, ve X 0Y: de x ve y dogrultusundaki

sicaklik degisimleridir. Meydana gelen 1s1 akisi;gx ve

qy'nin vektorel toplamidir. Denklem (1) de (/=T alinir

ve Fourier yasast da uygulanirsa,

oT
ot

aq, |

(6q. oq
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elde edilir. Burada | ve ¢ malzemeye ait 6zellikler olup
sirastyla  yogunluk ve ozgilil 1siy1 t ise zamani
gostermektedir. Bu 1s1 iletim denklemi olup bir
baglangi¢ ve cesitli smir sartlarina gore ¢oziiliir.

Baslangi¢ sarti, iki boyutlu hal i¢in T(x,y,O) ZTO(X’y)
seklinde olup, baslangi¢ halindeki sicaklik dagilimi
olarak ele alinir.

Sekil 1 de gosterilen cisim igin sinir sartlar ise, sirastyla
sabit yada zamana ve koordinata goére tanimlanmis
sicaklik, sabit yada zamanla ve konumla degisen 1s1
akigi, taginimla 1s1 akig1 ve 1sinimla 1s1 akisi seklindedir.
Bu sartlar asagidaki sekilde formiile edilir.

S, Uzerinde TS:Tl(x,y,t)

S, Uzerinde —Qs =0yny +qyny

Sy Uzerinde h(TS—Te)qunX+qyny

S, Uzerinde  oeTy —aq, =q,n, +q,n, 4)

Burada T1 yiizey sicakligi, nx, ny yiizeyin dogrultu
kosiniisleri, gs birim alandan tanimli 1s1 akig, h
konveksiyonla 1s1 transferi katsayisi, Te gevre sicakligi,
Ts bilinmeyen yiizey sicakligi, 1 Stephan-Boltzman
sabiti, [| ve [] ylizey ozellikleri ve qr de birim alandan
yapilan radyasyonla 1s1 taransferini gostermektedir.
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Sekil 1. iki boyutlu genel 1s1 iletimi igin ¢dziim bolgesi.

2. SONLU ELEMAN FORMULASYONU
Sekil 1'de verilen [ ¢dziim bolgesi herbirinde r adet
diigiim bulunan M adet elemana boliiniir. Bir eleman

icindeki sicaklik ve sicaklik gradyenti asagidaki gibi
gosterilir (Huebner, 1982 ve Chandrupatla, 1991).

T(xy,t) = iNi(x,y)Ti(t)

(®)
oT S ON,
&(x,y,t) =L g(x,y)Ti(t)
oT - ON;
oy vt = 2 o YT o
Matris notasyonu kullanildiginda ise,
T(xy.t) = [Ny {T()]
[oT 1
sl
| 51' . |:[B(X:Y)]{T(t)}
X, Y,
Lﬁy J )

olur. Burada [N] sicaklik interpolasyon matrisi, [B] ise
sicaklik  degisimi  interpolasyon  matrisi  olarak
adlandirilir. Ti her diigiimiin sicakligi {T(t)} de eleman
diigtim sicakliklar1 vektoriidiir. Burada enerji denklemi
olan (3) numarali denkleme minumum potansiyel enerji
ilkesi uygulanir,

j[a;xx ;yy—Q pc%}NdQ 0

8
* )
aQX qy d
I[Fe+ 5 o .
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kismu integre edilir ve ifade yeniden yazilirsa,
EN aNT [y ]
N Q- Q
I PeaNid I [ox oy )la, )
=JQ N; dQ —I q n .N.dr
Q

10)
olur. Yiizey bolgesi her bolgede etkili olan sinir

sartlarinin toplam olarak ifade edilebilecegi icin, son
terim her bir sinir sart1 i¢in ayr1 integre edilirse,

—j(q n).N;.dr+ Jqs.Ni.dF

Sl SZ
—Jh(T—Te).Ni.dF—J(05T4—aqr)Ni.dF
s, S
1=123,..... r (11)
elde edilir. Sonugta genel denklem ve eleman

=j a. q.{N}.dT
S

seklindedir. Verilen her bir ifade sirasiyla su sekilde
tanimlanir. [C] eleman kapasitans matrisi, [Kc], [Kh] ve
[Kr] matrisleri eleman iletim matrisleri olup sirastyla
iletim, tasmmnm ve 1smim sartlarim ifade etmektedir.
Tasinim ve 1s1mmim matrisleri yalnizea yiizeyi ilgili sinir
sartina maruz elemanlar icin hesaplanir. {RT}, {RQ},
{Rq}, {Rh} ve {Rr} tanimli diigim sicakligi, i¢ 1s1
kaynagi, tanimli yiizey 1sit akisi, yiizey tasinimi ve
1sinimdan kaynaklanan 1s1l yiik vektorleridir.

Elde edilen bu genel ifade ele alinan problemin
durumuna gore ¢esitli sekillerde diizenlenebilir.
Bunlardan en c¢ok karsilagilan dort o6rnek asagida
verilmigtir.

1- Lineer kararli hal 1s1 iletimi

[Ke]+[Ka]]- T ={Ro | +{Ra} +{Ry)

denklemleri asagidaki gibi bulunur. (13)
oT 2- Lineer gecisli hal 1s1 iletimi
Cl {—}+ K|+ Ky |+[Kr]| {T} dT
ot [Ke]+[Kal ) [C] {E} + [[Ke]+ [Ka(O]]- {T(0)}
={Ry/+{Rg{+{Rq{+{Rn}+{R/}
t { Q} { q} r (12) :{RQ}+{Rq}+{Rh} (14)
Burada )
3- Nonlineer kararh hal
[C] = J-pC 1.[N]J.dQ [[Ke(T)]+[Kn(T) (DT
:{RQ(T)}+{Rq(T)}+{Rh(T)}+{Rr(T)} 5
_ T
Kc] B ik[B] [Bl.do 4- Nonlineer gegisli hal
aT
e} STl iy [,
(K] = J-h ). [N].dr
= {Ro(T.0)}+ {Ral(T.t} +{Ry(T.0)} +{R, (T.1)} 16)
[Kr]. T} = IG e T4 AN}. dr Elde edilen bu genel denklemler ¢oziilecek probleme
S, gore yeniden diizenlenerek ¢oziime gecilir.
{RT} __;[(q n){ N}.dr 2.1. Genel Denklemin Coziimii
1
Ele aldigimiz taginim sinir sartina maruz iki boyutlu
{RQ} = jQ {N} dO gegisli hal problemi i¢in genel denklem
Q
[CI'{d—T}+[[KC]+[Kh(t)H-{T(t) ={R(®)
{Rq}zj q.{N}Ldr dt 17)
S,
seklinde elde edilir. Yiizey film katsayist ylizey
{R } - .[h T.{N}.dl sicakligina biiylik bir baglilik gosterdiginden ilgili matris
" S ve vektdriin yiizey sicakligina bagli olarak hesaplanmasi
’ gerekmektedir (Sekil 2.). Bu arada sicakliga baglh olarak
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degisen yogunluk, 6zgiil 1s1 ve 1s1 iletim katsayist gibi
malzeme Ozelliklerinin de dikkate alinmasi ve ilgili
matrislerin bu degisen ozelliklere gore degisken olarak
ele alinmasi gereklidir.

Tiirev sonlu farklar yaklasimu ile,

At

(0 AT ko -0 - R

(18)
seklinde ifade edildikten sonra bazi ayarlamalar
yapilarak,

[C]{Tml} = At'[{Rh} _HKC] +[Kh”{Tn }] +[C]{Tn} (19)

elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimiinde dikkat edilmesi
gereken en Onemli husus zaman araligi [/t' nin
belirlenmesidir. Belli bir degerin iizerindeki araliklarda
biiyiikk genlikli salinimli degerler elde edilirken ¢ok
kiigiik alinmast durumunda da ¢dziim zamani ¢ok
uzamaktadir. Yapilan ¢aligmalarda [Im sistemin en

At kr = i
biiyiikk 6zdegeri olmak {izere Am degerinin
almabilecek en biiylik deger oldugu elde edilmistir
(Huebner, 1982) .

2.2. Bilgisayar Programi

FORTRAN dilinde hazirlanan bilgisayar programinin
akis semasi Ek-1'de verilmistir. Co6ziim bolgesinin
elemanlara ayrilmasi otomatik olarak hazirlanan
programla yapilmaktadir. Problemin geometrik olarak
iyi bir sekilde tanimlanmasi hem bilgisayar zamaninin
kisaltilmast hem de sicaklik dagiliminin diizgiin bir
sekilde hesaplanabilmesi agisindan o6nemlidir. Bu
nedenle sicaklik degisiminin hizli oldugu yiizey
bolgelerinin daha kiiclik elemanlara ayrilmasi faydali
olur.

Sicaklikla degisen malzeme Ozellikleri belli sicakliklar
icin girilmekte ara degerler lineer interpolasyonla
program tarafindan hesaplanmaktadir. Elemanlar i¢in
hesaplanan matrisler tiim sistemi temsil edecek sekilde
birlestirilmekte ve daha sonra ¢6ziim denklemi
olusturulmaktadir.

Malzeme o&zellikleri ve sinir sartlarinda zaman ve
sicakliga bagl olarak biiylik bir degisiklik olmamasi
durumunda, islemi bastan sona yaklasik olarak temsil
edecek ortalama degerler alinarak yaklagik bir
¢oziimleme yoluna gidilebilir. Bu durumda eleman ve
sistem  matrislerinin  degisen her deger igin
hesaplanmasina gerek kalmadigindan iglem siiresi biiyiik
oranda kisalmaktadir. Ele alinabilecek orta bir yol

degisimlerinde yeniden hesaplanmasi yoluna gidilmesi
olabilir.
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Sekil. 2. Yiizey film katsayisinin yiizey sicakligiyla
degisimi a) izerine 50 m3/saat debili ve 0.5 MPa
basingli su puskiirtilen ¢ubuk i¢in, b) hadde
merdanesinden ¢ikan g¢ubuklarin  sogutma alanina
giderken tizerlerine iiflenen hava igin [*].

3. ORNEK COZUM

Hazirlanan bilgisayar programi ile baslangigta 400 oC
diizgiin sicaklik dagilimina sahip dikdortgen kesitli bir
¢ubugun vyiizeyden su piiskiirtilerek sogutulmasi
sirasinda  zamana baghh olarak degisen sicaklik
dagiliminin hesab1 yapilmstir. Kesit simetrik bir yapida
oldugundan yiizeyden tasimim smir sarti eksenler

olarak ta matrislerin ortalama sicakh@in  belli iizerinde ise tanmimli 1s1 iletimi siir sarti 6rneklenmis
olmaktadir. Problemin sonlu eleman modeli Sekil 3'te
Miihendislik Bilimleri Dergisi, 1995 1 (1) 45-51 48 Journal of Engineering Sciences 1995 1 (1) 45-51
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Elde edilen ¢oziimler grafikler halinde

verilmistir.

gosterilmistir.
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Sekil 3. Problemin sonlu eleman modeli
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Sekil 4. Kesit {izerindeki ¢esitli noktalarda zamanla

sicaklik degisimi
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Sekil 5. Dikdortgen prizmasi ¢ubugun 1/4 liikk kisminda

sicaklik dagiliminin zamanla degisimi.
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Geometri ve malzeme ile ilgili bilgilerin girilmesi

Sycaklyda ve synyr partlaryna badly olarak
eleman matrislerinin hesaplanmasy

sistem igin olupturulmasy

[C], [K], {R} vektdr ve matrislerinin

[C]{ n+1 = At- [

f{[KeJ+[Ra),

CézUm Denkleminin Olupturulmasy
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