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OZET

Bu calismada, indirekt Snir Elemanlari Yontemi (ISEY) iki boyutlu elektrostatik alan problemlerinin analizi
yapilmistir. Calismanin temel amaci, sayisal bir ¢dzim teknigi olan indirek sinir elemanlari yonteminin
elektrostatik alan problemlerinin ¢dziminde kullanilan etkili bir yéntem oldugunu gostermektir. Bu amagla, ilk
olarak yontemin matematiksel formulasyonlari gosterilmistir. Uygulama béliimiinde ise, paralel iki iletkenden
olusan sonsuz uzunluktaki bir iletim hatti geometrisi ele alinarak, MATLAB programlama dilinde yazilan ve
ISEY adi verilen bir program ile analizi gerceklestirilmistir. Elde edilen sonuglar ELECTRO paket programi
sonuglari ile Karsilastirilmistir. Sonuclar incelendiginde, indirek sinir elemanlari ydnteminin iki boyutlu
elektrostatik alan problemlerinin ¢6ziminde olduk¢a dogru sonuglar verdigi ve kulaniciya ¢6zim kolayliyi
sagladigl gordlmistar.

Anahtar Kelimeler : Sinir elemanlari yontemi, Indirekt sinir elemanlari yontemi, Elektrostatik alanlar.

THE APPLICATION OF INDIRECT BOUNDARY ELEMENT METHOD ON
ELECTROSTATIC FIELD PROBLEMS

ABSTRACT

In this study, the analysis of the electric field problems has been performed by using indirect boundary element
method. The main purpose of this study is to demonstrate indirect boundary element method which is a
numerical method used in the electrostatic field calculations is an effective method. Firstly, the mathematical
formulations of the method have been demonstrated. In application section, the analysis of transmission line
model which has parallel two wires and infinite length has been performed by using ISEY. The obtained results
are compared with ELECTRO software’s results. According to result, it is seen that the indirect boundary
element method performs more accurate calculations for two dimensional electrostatic field problems; on the
other hand it provides user easiness of solution.

Key Words : Boundary element method, Indirect boundary element method, Electrostatic fields.
1. GiRiS hassasiyeti gerektirir. Ayrica maliyet ve ¢dzim hizi

da etkili bir faktérdir. Cozlm icin ¢ temel yéntem
kullanilmaktadir. Bunlar; deneysel, analitik ve

Guiniimiizde elektromanyetik ekipmanlarin analizleri sayisal yontemlerdir (Yildirim, 1999). Bu makalenin
ve tasarimlari, techizatin etkili ve verimli amaci sayisal bir ¢ozum teknigi olan Sinir
calismalarina yardimer  olmustur. Alan dagilim Elemanlari  Yonteminin  (SEY) aciklanmasidir
hesaplamalarindaki ~ dogruluk  ve tertibat (Brebbia, 1984).

parametreleri, kullanilan araclarin  secimindeki
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Cogu fiziksel problemin analitik ¢dzimiinin
olmamasi ve deneysel ¢calismalarin hem zaman hem
de maliyet acisindan dezavantajlara sahip olmasi
sayisal ¢Ozim yontemlerinin kullanimini
yayginlastirmigtir. Dogrulugun artmasi, maliyetin
disurilmesi ve ¢dzum hizi sayisal yontemlerin goze
carpan Ozellikleridir. En ¢ok kullanilan sayisal
yontemler; sonlu farklar, sonlu elemanlar ve sinir
elemanlari yontemleridir (Paris, 1997).

Sonlu Farklar ydnteminde, ilk olarak incelenmek
istenen bolge 1zgaralandiriimahdir. Bu ydntemde
gosterilen bilinmeyen sayisi olduk¢a fazladir ve
sinirlarin ~ yanhis  modellenmesi  durumu  s6z
konusudur (McPhee, 1997). Sonlu Elemanlar
yonteminde ise, problem bdlgesi alt alanlara b6l
melendirilir. Olusturulan bilinmeyenlerin fazlahg
nedeniyle ¢éziim hem fazla zaman hem de blyik bir
ugras gerektirir. Bu ylzden biyik kapasiteli ve hizli
bilgisayarlara ihtiya¢ duyulur (Lahiri, 2002).

Sinir Elemanlar yontemi, sonlu farklar ve sonlu
elemanlar gibi bolge tipi yontemlere alternatif olarak
gelismistir (Paris, 1997). Bu yontemde, alan integral
denklem formilasyonlari sadece sinirlar tzerindeki
bilinenler kullanilarak c¢ozilir. Bdylece problemin
boyutsalligi bir derece indirgenmis olur (Brebbia,
1984). Veri giriginin az olmasi ve dolayisiyla ¢6zim
icin harcanan zamanin az olmasi yontemin 6nemli
avantajlaridir. Bunlara ilaveten bu yéntemle yapilan
cozlimler diger yontemlere gore daha fazla dogruluk
gosterir.  Ozellikle agik alan problemleri alt
bolmelemeye  gerek  duyulmadan  kolaylikla
cozilebilir. Karmasik geometriler kolay ve basit
olarak dogru bir sekilde modellenebilir. Bu
yontemde iki ¢6zim teknigi kullanilir. Bunlardan
biri direkt yontem, digeri ise indirekt yontemdir
(Yudir, 1987). Direkt ydntemde, sinir integral
denklemi sinir Gzerinde verilen sinir sartlari ile
direkt olarak c¢ozilirken indirekt yontem, bir
esdeger kaynak bulmak suretiyle ¢zlime gider.

Indirekt yontemde, sinir zerindeki herhangi bir
nokta igin kaynagin etkisi ve konumu ile iliskili olan
bir serbest uzay Green fonksiyonu altinda
tanimlanan sinir sartlarini karstlamak (zere, alani
destekleyen bir esdeger kaynak bulunur (Klimpke,
1983). Bu esdeger kaynak, bdlgede herhangi bir
noktadaki potansiyeli hesaplamak i¢in kullanilir.
Bilinmeyen potansiyel ifadesi bulunduktan sonra
aki, kapasitans, indiktans gibi  buytklikler
hesaplanabilir. ~ Kismi  diferansiyel ~ denklem
yaklasimi Uzerine kurulu bu yodntemin en buyik
avantaji,  problemin  boyutunun  bir  derece
indirgenmesidir. Yani kaynaklar sadece sinirlar
Uzerine ve farkh ortamlarin ara kesitleri Uzerine
yerlestirilir. Ayrica integral operatorleri, diferansiyel
operatorlerinin  sahip olmadigi sinirsizlik  gibi

arzulanan ozelliklere sahiptirler. Farkli denklemlere
uygulanabilen tanimlanmis yontemlere ragmen, bu
calismada sadece Laplace denklemlerinin ¢6zumi
ile ilgilenilecektir.

Bu ydntemde (¢ farkl formilasyon kullanilabilir:

e  Tek kat formulasyonu
o Cift kat formulasyonu
e Green formdli

Tek kat formilasyonu birinci tip Fredholm
integralini, cift kat formulasyonu ikinci tip Fredholm
integralini icerir. Green formilu yaklagiminda ise
birinci ve ikinci tip Fredholm integrallerinin her ikisi
de kullanilir.

Sinir elemanlari yonteminde cebirsel bir denklem
sistemi ile ifade edilen farkli ortam 6zelliklerine
sahip  arakesitler, kigtk sinir  elemanlarina
ayristirilarak integral denklemlerine indirgenir. Bir
modeldeki ortam Kkarakteristikleri, her bir ilgili bolge
icin sabit olarak alinir. Bir sinir elemani Gzerindeki
alan, digimlerdeki alan degerleri arasinda bir
analitik interpolasyon fonksiyonu olarak alinir
(Yildir, 1987).

Sinir elemanlari yéntemi, homojen olan bdlgelere
kolaylikla uygulanabilmektedir. Ozellikle agik alan
problemlerinde veri giriglerinin kolayca
yapilabilmesi ve islem kolayligi yoéntemi diger
yontemlerden Ustiin kilmaktadir. Parcali homojen
yaplya sahip geometrili bolgelerin incelenmesi iki
yontemle gerceklestirilir. ilk yoéntem, birbirinden
farkli ortamlarin arakesitleri (zerine bir tek kat
kaynaginin yerlestirilmesidir (Klimpke, 1983). Bu
durumda potansiyel dogal olarak stirekli olur, fakat
potansiyelin normale gore tlrevi, yuk miktariyla
orantil olarak bir sireksizlige sahip olacaktir. ikinci
yéntem, her bir bolgeye ait olan iki tek kat
kaynaginin arakesit Uzerine yerlestirilmesidir. Bu
yontemin onceki ydntemlerden avantajli yani,
kullantlan matrislerin basite indirgenebilmesidir.
Boélge, hem potansiyelin hem de normal turevinin
streklilige  zorlandigi  bircok  kiigik bdlgeye
bolinebilir. Bu tip bir bélmeleme islemi, ¢dzimi
zorlagtiran  blylk boyutlu matrislerin  basite
indirgenmesini saglayarak ¢ézimin daha kolay hale
gelmesini saglar.

2. SINIR INTEGRAL DENKLEMLERI

Bir elektrostatik alanda,

vxE-o )
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ve elektrik vektor (E), potansiyel (u) ifadesi
kullanilarak ;

E-_vu )

esitlikleri yazilabilir (Chen, 1992). Serbest uzaydaki
bir bolge icin Maxwell denkleminden (Klimpke,
1983),

VeD=0 @3)

yazilir. ¢ dielektrik sabiti olmak tizere homojen bir
bélge icin,

b-cE

esitligi saglanir. Homojen bir bolge igin denk. (2),
(3) ve (4)’ ten faydalanarak,

(4)

vZu=0 )

Laplace denklemi elde edilir (Bonnet, 1999). Bir

0B st ile sinirlanmis homojen B bdlgesi icin
Green teoremi (Tanaka, 1987):

Lj(uvze—evzu )dB:@L(uz—i—Gg—zjdr' (6)

seklinde yazilir.

Sekil 1. Noktasal yiik
Burada;  incelenen nokta ve ¥ ise referans
potansiyelin konumunu temsil etmektedir. ¥ nin

oB bolgesinin icinde veya disinda olmasi durumu
icin asagidaki esitlikler yazilabilir:

% [[ui®) i (R.PY -6(P.F) ui(P)] ar

1o e

Y

= {ud(P') 6(P) o P) (&Jd_(P)H o

on
(o Fep
- —Ud PEBd
Buradaki; G Green foksiyonu, B;, By ic ve dis

bolge, 0B ise problem sinirini géstermektedir [5].
Denk. (7) ve (8) toplanarak, i¢ ve dis bélge icin
asagidaki esitlik yazilabilir:

1 (ui(P)_ud(P,))aGi(P,P’)_[aui(P)_aud(P’)j

E on on on

oB
Pe Bi
PE Bd
ve u; = Uy secilerek denk. (9) asagidaki gibi
genellestirilerek i¢ ve dig bolge icin;

1 [aui (P')—%(P')je dr' = u(P)

2ndlon "7 on
B

(®)

©)
G P’)dr’:{_ui

(10)

yazilir. Bu durumda asagidaki gibi bir esdeger
kaynak ifadesi yazilirsa,

c(r'):i(aui_(%)_aud_(?')j

o (11)

on on

Denk. (10) asagidaki gibi yazilir:

J.G(P P)o (r)dr = u(P)

(12)

Denk. (12)’deki integral, bir esdeger kaynak ve
Green fonksiyonundan olusmustur. Bu formilasyon
kullanilarak  bolgedeki her yerde potansiyel
hesaplanabilir.  Bununla  birlikte  potansiyelin
hesaplanabilmesi icin dncelikle bilinmeyen esdeger
kaynagin bulunmasi gerekir. Bu esdeger kaynak
sinir  Uzerinde bilinen sinir sartlar  yardimiyla
hesaplanabilir. ~ Bilinmeyen  esdeger  kaynak
hesaplandiktan sonra bdlgedeki herhangi bir yerde
potansiyel ve onun normale gore tiirevleri rahatlikla
hesaplanabilir (Yildir, 1987).

Dirichlet siniri denklemi
asagldaki gibidir:

icin yazilan integral
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u(P)= J'GPP Ndr'+c FeoB (13)
Buradaki C, bir sabittir. Neumann sinirlari igin
asagldaki formilasyon kullanilir:

P) IHPP dr +TEGP) PeoB (14)

Buradaki; q ve H sirasiyla potansiyelin ve Green

fonksiyonunun normale gore tarevleridir. Farkh
dielektrik sabitlerine sahip ortamlar igin ise
asagidaki esitlik yazilabilir:

(e, —&, J.HPP r)dr +(g +¢,) o (P):O (15)
Buradaki; ¢, vee, farkli malzemelerin dielektrik
sabitleridir.

3. YONTEMIN UYGULANMASI

Bu bdlimde, Sekil 2’de gorilen gevrelenmis sonsuz
uzunlukta paralel iki iletkenli bir iletim hatti
(Girdal, 2000) icin indirekt sinir elemanlari yontemi
kullanilarak  elektrostatik  potansiyel — dagilimi
hesaplanmistir. Sekil 2’de gosterilen geometride,
paralel iletkenlerin yaricaplari 1 cm ve hayali sinirin
yaricapl 5 cm olarak secilmistir. Iletkenler ile dis
sinir arasindaki ortam hava olarak tanimlanmistir
(e=1). Birinci iletken sinirn igin 100 V, ikinci
iletken siniri icin -100 V ve dis sinir igin ise 0 V
sinir sarti uygulanmistir. Hesaplama icin MATLAB’
ta hazirlanan ve ISEY adi verilen bir bilgisayar
programi  gelistirilmistir. Elde edilen sonuclar
Tablo 1’de ELECTRO paket programi sonuglari ile
karsilastiriimistir. ELECTRO, Integrated
Engineering Software tarafindan dretilen ve iki
boyutlu elektrostatik alan problemlerinin ¢ozimiinde
kullantlan bir bilgisayar yazilimidir (Anon., 1997).

Tablo 1. Elde Edilen Sonuclarin Karsilastiriimasi

X Y ISEY ELECTRO Fark
cm cm Volt Volt Volt
-5 0 0.0987 0.0019 -
-4 0 -57.255 -57.868 1.059
-3 0 -99.832 -99.999 0.168
-2 0 -99.837 -99.999 0.168
-1 0 -58.637 -59.201 0.952
0 0 0.000 0.000 0.000
1 0 58.637 59.201 0.952
2 0 99.837 100.00 0.168
3 0 99.832 100.00 0.168
4 0 57.255 57.869 1.060
5 0 -0.0987 -0.0019 -

Karsilastirma yapilan noktalar, x-ekseni (izerinde
keyfi olarak secilmistir. Problem bdélgesindeki tim

noktalar icin ayrica hesaplama yapilmis ve
Sekil 3’de egspotansiyel egriler ¢izdirilmistir.
ELECTRO paket programindan elde edilen

espotansiyel egriler ise Sekil 4’te gosterilmistir.
Sekil 5’de ise sonuglarin grafiksel olarak
karsilastiriimasi gosterilmistir:

y-koordinati

x-koordinati

Sekil 3. ISEY ile elde edilen egpotansiyel egriler

y-koordinati
o~ N W

o

x-koordinati

Sekil 4. ELECTRO ile elde edilen espotansiyel
egriler
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120

potansiyel (V)

x-ekseni

Sekil 5. Elde edilen sonuclarin grafiksel olarak
karsilastiriimasi.

4. SONUCLAR

Bu calismada, sonsuz uzunlukta paralel iki
iletkenden olusan bir problem igin indirekt sinir
elemanlari yontemi ile elektrostatik alan hesabi
yapilmistir.  Son yillarda, bircok mihendislik
alaninda yaygin olarak kullanilan sinir elemanlari
yoéntemi (SEY), indirekt ve direkt olmak 0zere iki
degisik ¢O6zim yolu izler. Bu galismada, problem

bolgesindeki  bilinmeyenleri  hesaplamak i¢in
kullanilan indirekt sinir elemanlari ydnteminin,
elektrostatik ~ alan  problemlerindeki  ¢6zim

performansi incelenmistir. Bu amacla, MATLAB
programlama dilinde yazilan ve ISEY adi verilen
program gelistirilmistir. Mevcut paket programlarin
(ELECTRO v.s) maliyetlerinin yiuksek olmasi,
kullaniciya esnek calisma imkani vermesi ISEY’ in
bashca ustanlukleridir. Elde edilen sonuglara
bakildiginda, indirekt sinir elemanlari yonteminin iki
boyutlu elektrostatik alan problemlerinin ¢éziminde
oldukca etkili bir yontem oldugu gorilmistdr.
Problemin boyutsalliginin bélgeden  sinira
indirgenmesi, daha az islem gerektirdigi icin ¢ozim
kolayhgi, daha az sayisal veri ile programlamada
zaman kazanci ve yiksek oranda dogruluk
gostermesi indirekt sinir elemanlari ydnteminin
usttnlukleridir.
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