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OZET

Bu caligmada, tek simetri eksenli (monosimetrik) ve agik kesitli bir Euler-Bernoulli kirisinin baglasik (coupled)
egilme-burulma serbest titresim analizi dinamik transfer matrisi metodu (DTMM) ve sonlu elemanlar metoduyla
(SEM) gerceklestirilmistir. Her iki yontemle elde edilen sayisal sonuglar karsilastirildiginda ayni eleman sayist
icin SEM ile bulunan dogal frekanslarin analitik ¢oziimle bulunan kesin sonuglara daha yakin oldugu
goritilmiistiir. Bunun sebebi SEM i¢in segilen sekil degistirme fonksiyonlarinin kirisin gergek sekil degistirmesini
daha iyi temsil etmesidir. Islemci zamam (cpu time) agisindan bir kiyaslama yapildiginda yeterince dogru dogal
frekanslarin DTMM ile daha kisa siirede elde edildigi gozlenmistir. DTMM’ nin bu avantaji hesaplama sirasinda
kullanmilan transfer matrisi boyutlarinin artan eleman sayisiyla degismemesinden kaynaklanmaktadir. Halbuki
SEM’de karakteristik koklerin hesabinda kullanmilan katsayilar matrisinin boyutlar1 eleman sayisiyla artis
gostermektedir, dolayisiyla hesaplama zamani uzamaktadir. DTMM ile mod sekilleri de yeterince hassas bir
sekilde elde edilebilmektedir. Ayrica, modelleme sirasinda ara islemlere ait teferruatin DTMM’de SEM’e
kiyasla daha az olmasi da bu metodun bir tstiinliigiidiir. DTMM’nin belirtilen iistiinliikleri bu ¢alismada dikkate
alinan kirislerden olusmus kafes yapilarda SEM yerine DTMM’nin daha avantajli olabilecegine de isaret
etmektedir.

Anahtar Kelimeler : Baglasik egilme-burulma, Transfer matrisi, A¢ik kesitli kiris, Sonlu elemanlar metodu.

FREE VIBRATION ANALYSIS OF A MONOSYMMETRIC OPEN SECTION
EULER-BERNOULLI BEAM BY MEANS OF TWO DIFFERENT METHODS

In this paper, coupled flexural-torsional free vibration of a monosymmetric open section Euler-Bernoulli beam is
studied by using two different methods, i.e. the dynamic transfer matrix method (DTMM) and the finite element
method (FEM). The natural frequencies obtained from the FEM are observed to be closer to the exact values
compared to the DTMM, since the beam deformation functions selected in the FEM have the same form as the
real deflection curve of beam has. When the two methods are compared in terms of cpu time, the DTMM
requires less computation time to yield reasonably accurate natural frequencies. This advantage of the DTMM is
mainly due to the size of the transfer matrix, which remains unchanged independent of the number of elements
while the size of coefficient matrix leading to the characteristic equation in the FEM increases with increasing
element number. In addition, the mode shapes obtained from the DTMM are found to be satisfactorily accurate.
Moreover, the DTMM requires less algebra to derive the transfer matrix. It is concluded that the DTMM, due to
its advantages mentioned above, would be superior to the FEM especially in handling lattice type structures.

Key Words : Coupled bending-torsion, Transfer matrix, Open section beam, Finite element method.
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1. GiRiS

Mekanik sistemlerde ve yapilarda sikc¢a kargilagilan
temel elemanlarin bir¢ogu, iki boyutu ii¢iincii boyuta
kiyasla kiiciik olmas1 ve sekil degistirmede baskin
unsurun egilme olmasi sebebiyle “kiris” olarak
modellenmektedir. Bu elemanlarin modal analizi
icin cesitli kiris modelleri ve ¢6ziim metotlariyla,
farkli sinir sartlar1 ve degisik tiirden eklentilere sahip
olmast durumlarini da kapsayan ¢ok sayida calisma
literatirde yer almaktadir. Yapilan caligmalar
incelendiginde, dikkate alinan kiris modellerinin
cogunda kiris kesitinin en az iki simetri eksenli
oldugu veya—dogrudan ya da dolayli olarak—
egilmenin simetri diizlemi icinde yer aldigi kabul
edilmektedir. Bu durumda kiriste egilme ve burulma
arasinda herhangi bir baglant1 s6z konusu degildir.
Ciinkii, boyle kiriglerde kiitle ekseni (kesit agirlik
merkezlerini birlestiren eksen) ile kirigin egilmesini
tanimlamada kullanilan elastik eksen (kesit kayma
merkezlerini birlestiren eksen) cakisiktir. Halbuki,
Sekil 1'de gosterilen bazi kesitlerde bu iki eksen
cakigik degildir. Boyle kesite sahip bir Kkiris,
sozkonusu eksenleri icine alan diizleme dik
dogrultuda bir kuvvetle egilmeye zorlansa ve bu
kuvvet de kayma merkezinden gegmiyor olsa,
egilme sekil degistirmesine ilaveten burulma da
meydana gelecektir.

Bahsedilen kirislerin dinamik davranislarini analize
yonelik bazi Onemli c¢aligmalar incelendiginde,
baglasik egilme ve burulma hareket denklemlerinin
degisik sinir sartlari i¢in analitik ¢6ziimlerinin elde
edildigi goriilmektedir (Timoshenko v.d., 1974;
Dokumaci, 1987; Bishop v.d., 1989; Banerjee ve
Fisher, 1992; Bercin ve Tanaka, 1997; Banerjee,
1999; Hashemi ve Richard, 2000; Jun v.d., 2004).
Kiris modeli agisindan bu c¢aligmalar; burulma
sebebiyle kesit carpilmasim ve/veya Timoshenko

etkilerini  ihmal edip etmemek noktasinda
farklilagirlar. Ote yandan, dogal frekanslarin ve mod
sekillerinin elde edilmesinde bu yaymnlarin

bazilarinda klasik sinir deger problemi ¢6ziim
metodu takip edilmis, bir kisminda da transfer
matrisi metodu kullanilmustir.

oG Ke °G Ko(i oG %
ok 1]

Sekil 1. Kayma ve agirlik merkezlerinin cakisik
olmadigi bazi kesitler. K = Kayma merkezi;
G = Agirlik merkezi.

Uygulamada helikopter kanadi, kompresor ve tiirbin
kanatciklar1 baglasik egilme-burulma titresimleri

yapan kirisler olarak modellenebilirler. Bu durumda,
Oonemli bir tasarim parametresi olan eksenel kuvvet
de dikkate alinmaktadir (Banerjee ve Fisher, 1992;
Jun v.d., 2004). Ayrica, bir kiitleyi bir yerden bagka
bir yere hizli nakleden bir manipiilatér uzvu (simetri
diizlemine dik dogrultuda egilme soz konusu ise) ya
da acgikligi boyunca tiirbin, yakit tanki vs kiitlelere
sahip bir ucak kanadi da eklentileri olan, baglasik
egilme-burulma titresimleri yapan bir kirig olarak
modellenebilir (Gokdag ve Kopmaz, 2005).

Yukaridaki caligmalarda kiris hareket
denklemlerinin analitik ¢6ziim fonksiyonlarindan
yararlanilmistir. Halbuki kesitin degisken olmasi,
kiitle ve/veya elastiklik 6zelliklerinin kiris boyunca
iiniform olmamasi hallerinde hareket denklemlerinin
kapali formda ¢oziimii oldukc¢a zordur. Bu durumda
sonlu elemanlar veya transfer matrisi metotlarini
kullanmak daha avantajlidir. Mesela Meirovitch,
kesit carpilmasini ve Timoshenko etkilerini ihmal
ederek, baglasik egilme-burulma titresimleri yapan
bir kirige ait transfer matrisinin ¢ikarilisini vermistir
(Meirovitch, 1967).

Bu caligmada acik ve kiris boyunca sabit kesitli bir
Euler-Bernoulli kiriginin dogal frekanslart ve mod
sekilleri dinamik transfer matrisi metodu (DTMM)
ve sonlu elemanlar metodu (SEM) ile elde edilmis,
analitik ¢oziim (AC), DTMM ve SEM ile bulunan
sonuglar kiyaslanmistir. Meirovitch  (1967)’den
farkli olarak DTMM ile formiilasyonda kesit
carpilmasi da dikkate alinmistir.

2. MATERYAL VE METOT

2. 1. DTMM ile C6ziim

Bu metodun esasi; kirisi sonlu sayida elemanlara
boliip, her bir elemanin u¢ noktalarindaki kesit
tesirleri ve sekil degistirme bilesenleri arasindaki
iligkileri yazmak, boylece bu fiziksel nicelikler
arasindaki baglantiyr saglayan matrisi (dinamik
transfer matrisini) olusturmaktan ibarettir. Kirisi
meydana getiren kiiciik kiris pargalarinin  her
birisinin bir kiitle, bir de elastiklik 6zelligi vardir.
Metoda gore, kiitle 6zelligi “istasyon” adi verilen tek
bir noktada toplanir (Sekil 2).

Istasyonu olusturan kiris parcasi ici dolu dairesel
sekille gosterilmis olup bunun  Kkiitlesi
m, =mL, olarak belirlenir. Burada m tim Kkirigin

birim boydaki kiitlesi, [, kiris pargaciginin
uzunlugudur. Degisken kesitli bir kiris s6z konusu

ise m. :.[Lk m(x)dx entegrali dikkate alinir. Sekilde
! 0
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Ji» J =1L,
merkezinden gecen eksene gore kiitlesel atalet
momentini ifade eder. ]  tiim kirisin kiitle

olup, kiris parcasimin kendi kiitle

merkezinden gecen eksene gore birim boydaki
kiitlesel atalet momentidir. Degisken kesitli kiris s6z

konusu oldugunda J = j h I (x)dx entegralinin
I3 0 c

kullanilacagr agiktir. Gosterilen diger biiyiikliiklerin
tanimlari ise soyledir: Q: Kesme kuvveti, M: egilme
momenti, M7: burulma momenti, M,: carpilma
momenti, F,: atalet kuvveti, M,: atalet momenti.
Ayrica, alt (veya iist) “” indisi i. istasyonu temsil
etmekte, iist indislerden “L” sol, “R” ise sag tarafi
ifade etmektedir (Sekil 2).

y,
M*E +
elastik eksen oF ')/‘
QL i~ .
ME= L g
ML i l/ r muA/l-/
T,i /'\/ i
M} G/ M,
W y
|- )
R
7~ 7

kiitle ekseni
i.istasyon

Sekil 2. i. Istasyonda kesit tesirleri ve yer degistirme
bilesenleri.

Yukaridaki dinamik karakterli kesit tesirlerinden
bagka, istasyona ait yer degistirme bilesenleri de
mevcuttur. Istasyonda rijit bir kiitle oldugu kabul
edildiginden, bunun sag ve solundaki yer degistirme
bilesenleri birbirine esittir:

L R : i istasyonun sehimi (elastik
egrinin o noktadaki sehimi)
Elastik egrinin egim agist

Vi =¥, =V,
v, =w")

6 =6 =6, Burulma agisi.

=0 =09 Burulma agisinin konum
koordinatina gore birinci tiirevi
(¢’i =6, )-

Uniform olmayan burulmada burulma agisinin tiirevi
sabit  olmadigindan,  kiris elemanin  sekil
degistirmesinde etkili fonksiyonel bir biiyiikliik
olarak dikkate alinmalidir.

Istasyon transfer ~matrisini  olusturmak icin
yukaridaki bagintilara ek olarak, istasyonun sag ve

solundaki kesit tesirleri arasindaki

dikkate alinir:

iligkiler de

wh =k M
wh =yt 2
Ml=Mmf 3)
OF =0f + @’m,w, + @m, e,6, C))
6" =6f ®)
oF = pf (6)
My =My, (7
M; =M} +me@'w" + @ (me, + 1,6, ®

Burada e, kayma merkezi agiklifini gdstermektedir.

4 ve (8 in ckanhsinda . =w (0T @),
é =0.(0)7(t) ve T()=d>Gin(ar))/dt =-&’T(t)
oldugu diistinilmiigtiir. (1-8) ifadeleri matris
formunda

Wi =[r, ]l w} )

olarak yazilabilirler. Esitlikteki {w}* ve {w}

istasyonun sag ve solundaki sekil degistirme ve kesit
tesiri bilesenlerini igeren vektorleri, [Ts ]i ise bu

vektorler arasindaki miinasebeti saglayan “istasyon

transfer matrisi’ni temsil etmektedir. Bunlarin
elemanlart:
R RT
W=v v Mm 0 6 9o M, M}
L LT
Wh=w v M 0 6 ¢ M, M}
[1 000 0 000
0100 0 000
0010 0 000
{Tg} _|aa 001 a 00O
10 000 1 000
0000 0 100
0000 0 010
| as, 00 0 a;, 00 1]
_ 2 _ 2
Ay =—MQO" 5 A5 =gy =—M,E,0 >

ags =—(J; +miei2)a)2

i. elemana ait alan transfer matrisini elde etmek i¢in
Sekil 3’deki gosterim dikkate alinmustir. Taylor
Serisi’'ne gore, kendisi ve tiirevleri siirekli bir £ (x)

Miihendislik Bilimleri Dergisi 2008 14 (2) 185-194

187

Journal of Engineering Sciences 2008 14 (2) 185-194




Monosimetrik ve Acik Kesitli Bir Euler-Bernoulli Kirisinin Iki Farkli Metotla Serbest Titresim Analizi, H. Gokdag, O. Kopmaz

fonksiyonunun bir b noktasindaki degeri, buna yakin
bir a noktasindaki (p—a=Ax) fonksiyon ve
tiirevlerinin degerleri cinsinden

1
fb)= f(a)+f'(a)AJHEf"(a)(AX)2 +o

olarak yazilabilir. Benzer bir diisiinceyle

elastik egri

Sekil 3. i. Alanda kesit tesirleri ve yer degistirme
bilesenleri.

Wy = wh + Ax, >'+%(Ax,‘)2<w,»’e )"+é(Ax,»>3<wf>"'

acilimi yazilir, sadece ilk {i¢ terim dikkate alinir ve
esitlikteki ikinci ve iiclincii terimler kirisin egilme
katihg (E7,) ile garpilip boliiniirse

2 3

wh, = wh + Axy® + (Ax,) MF - (Ax,) oF (10)
2EI, 6EI.

elde  edili.  Burada  Mf=EI (wf)' Ve

of =- EI, (Wi bagmtilart kullanilmistir. Benzer
bicimde egim acis1 i¢in

k_ (Ax)’

- (11
" 2EI

Ax,
V/iLﬂ = l//iR +—M QiR

El,

yazilabilir. Egilme momenti ve kesme kuvveti
arasinda Mf'=—giliskisi oldugundan, sonlu farklarla

yazilan (M} - M F)/Ax, =-QF esitligi
ML =MF-AxQF (12)

i+l T

sonucuna sevk eder. Ayrica, alan iizerinde kesme
kuvveti sabittir:

Qil = QiR (13)
Burulma acisinin Taylor serisi agilimindan

2
eiil zeiR +¢iRAxi +%M19R.i (14)

bulunur. Burada ¢f =(@") ve burulma agisiyla

carpilma momenti arasindaki Ay X =EL@")"
bagintilarindan  yararlanilmistir.  Aymi  sekilde,
burulma agisinin  tiirevinin  alan  {izerindeki

degisimiyle ilgili olarak

¢£l = ¢iR + &% Mifi (15)

ET

yazmak miimkiindiir. Carpilma momentinin alan
izerindeki degisimini ifade etmek igin, iiniform
olmayan burulma halinde burulma momenti ve
burulma agist  arasindaki M, =GJ-ETE"
iligkisinden yararlanilacaktir. Bu, sonlu farklarla
M, = G‘I(giljr] _gik )/Ax, _(MbL.i+1 _MbR,i )/Axl seklinde
yazilip alan {iizerinde burulma momentinin sabit
kaldig1 kabul edilirse

2
e IR
M;.i+] :Mﬁi an
esitliklerine ulasilir.  (10-17) ifadeleri matris
formunda agagidaki gibi derlenebilir:
Wi =l 1wy (18)
Burada,
Whi=w v M 0 60 ¢ M, M, iL+1T
(1 b, by b, 0 0 0 0 |
0 1 by b, 0 0 O 0
0 0 1 b5, 0 O 0 0
o 0 0 1 0 O 0 0
[TF]i =
0 0 0 0 1 by b, O
0 0 06 0 0 1 b, O
0 0 O 0 0 by by, by
0 0 0 0 0 O 0 1]
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(Ax,)? (Ax,)’
b, =Ax;,b; = by =-
2EI, 6Ll
Ax;
by, = E’bz4 ==by3,by, = —by,,bss = b}, bs; = by,
Ax, (A)c,.)2
b, :E’bm =Ax,GJ,b;; =1+ 2ET sbyg ==b,,-
olmaktadir. (9) ve (18) esitliklerinden, Kkirig

parcaciginin sag ve sol tarafindaki teleme ve kesit
tesirleri arasindaki iligkiyi veren eleman transfer
matrisi, [T],

{W iL+1 = [T],{W}JL ’ [T]i = [TF ],' [Ts ],- (19)
olarak elde edilir. Kirig n par¢aya béliiniirse, bunun
bir  ucundaki fiziksel  biiyiikliikleri  diger
ucundakilerle iligkilendiren dinamik transfer matrisi

[T] asagidaki gibi bulunur:

n

[T]: [Ts ]”HH[T][ ,  (n: eleman say1s1) (20)
Bu durumda
Wi =[rlwl 1)

yazilabilir. Mesela, iki ucu ankastre bir kiris soz
konusu oldugunda sinir sartlari

x=0i¢in w" =0, ' =0,8"=0, ¢/ =0 ve
szigin W5+1 :0’ '//rirlzo’ eR

n+l

= 0’ ¢5+1 = 0

seklinde olacaktir (burada L tiim kirisin boyudur).
Dinamik transfer matrisi [7]'nin  elemanlar:

T, (i,j=12,..8) olsun. Yukaridaki simir sartlar

kullanildiginda (21) ifadesi
denklem takimina sevk eder.

asagidaki homojen

o |7, T, T, Ts||M
0 — T23 T24 T27 T28 Q =[T]mk {W}lljmak (22)
0 Iy T, T, Ty||M,
0 T63 T64 T67 7‘68 MT
Burada “iuak™ alt indisi “iki ucu ankastre Kkiris”

anlaminda kullanilmistir. Bu esitligin fiziksel olarak
anlamli sonuglar vermesi i¢in katsayilar matrisinin
determinant1 sifira esit olmalidir:

det([T],,..) =0 (23)

Bu determinanti1 sifira esit yapan @ kokleri iki ucu
ankastre kirigin dogal frekanslarin1 verir. Bulunan

koklerden herhangi birisi (22)’de yerine yazilarak
w}. . vektoriiniin elemanlari da tayin edilebilir.

(20-21) yardimyla da kiris iizerindeki herhangi bir
noktanin yer degistirmesi ve kirisin ilgili dogal
frekansta aldig1 sekil (mod) belirlenebilir.

2. 2. SEM ile Géziim

DTMM’de oldugu gibi bu metodu uygularken de
kiris n elemana boliiniir. Hareket sirasinda bu
elemanlardan herhangi birine ait yer degistirmeler
Sekil 4’de tasvir edilmistir.

8o
Fi Ay
e
e B
A )
® / . N
#
K4
(F
N
ae /Y
AV 2=gll B8
V | 1
w,| 3
| < 1:-_ e
r > -
= - -
Tl "k
e
.

Sekil 4. Bir kiris elemam iizerinde diigiim
noktalariin (kirisin u¢ noktalar) pozitif yonlii yer
degistirme bilesenleri.

Metot uygulanirken, genel olarak, eleman iizerindeki
bir noktanin yer degistirmesi polinom tiiriinde
fonksiyonlarla ifade edilir. Kullanilacak polinomun
derecesini, diigiim noktalarindaki toplam sekil
degistirme Dbilesenleri belirler. Ornegin, sadece
egilmenin oldugu bir kiriste, her bir diigiim noktast
icin biri egim, digeri sehim olmak iizere iki sekil
degistirme bileseni oldugundan, boyle bir Kkirig
elemant icin {gclincii mertebeden bir polinom
kullanilmasi uygun olur. Boyuna titresimler yapan
bir cubukta her bir diigiim noktasinda tek bir sekil
degistirme bileseni vardir, bu durumda birinci
dereceden bir polinom yeterli olacaktir. Ayrica,
trigonometrik veya hiperbolik fonksiyonlar da
kullanilabilir. Ancak, gerekli islem zamam kiiciik

oldugundan cogunlukla polinom tiiriinde
fonksiyonlar tercih edilir.
Bu calismada, kiris elemam {izerindeki bir x

noktasina ait sekil degistirme bilesenlerini diigiim
noktalarindaki yer degistirmeler cinsinden ifade
etmek icin bir kirisin elastik egri denkleminin
¢Oziimiinden yararlanilmaktadir:

vy _ — 43 . 2 . .
EI.(w")=0 = wx)=cx +c,x" +cx+c,
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Burada ¢ (i=1,2,3,4) entegral sabitleri diiglim

noktalarindaki yer degistirme bilesenleri cinsinden
asagidaki gibi ifade edilebilirler:

¢, =2(w, —w,) /W’ +w, +y,) /I’
¢, ==3(w, _Wz)/h2 2y ks s =y e =w

Bu durumda elastik egrinin formu

w(x) = w, L, (x) + ¥, L, (x) + w,L,(x) + ¥, L, (x) 24)

seklinde olup burada

i3

2
L(x)= h—Bx pE

1 2
4+l L(x)=—x'—Zx*+x
() h? h
2 3 1 5 1,
L3(x)=—ﬁx3+?x2’ L4(x)=h—2x —Zx .
olmaktadir. Benzer yaklasimla, bir kirigin iiniform
olmayan burulmasina ait diferansiyel denklemin

homojen ¢oziimiiyle kiristeki herhangi bir kesitin
burulma bilesenleri elde edilebilir:

RO'-R6" =0

= 0(x)=d, cosh(ax) +d, sinh(ax)+d,x+d,
@’ =RJ/R,» R=GJ : Uniform burulma direnci,
R, = EI: Carpilma direnci

d, (i=1,2,3,4) integral sabitleri diiglim noktalarindaki

burulma sekil degistirmesine ait bilesenler cinsinden

a.a, —da.a
/ 672 5%3
1

—a,da, +a,a
aas—ag, " agraa, 00T
d,=6,—d,, a =cosh(ah)-1,

a, =sinh(ah)—ah, a,=-6,+6,-¢h,
a, = asinh(ah), a5 = a(cosh(ah)—-1),

ag ==, + 0,

biciminde ifade edilebilir. Ara islemler sonucunda
burulma agist fonksiyonu agagidaki gibi bulunur:

0(x)=6,L'(x)+ oL’ (x)+6,L’(x)+¢,L'(x) (25

L' (x) = r, cosh(arx) + r, sinh(arx) + ryx + 17,
L’ (x) = r, cosh(ax) + r, sinh(ax) + 1, x + 17,
L’(x) = r, cosh(ax) + r, sinh(ax) + 1, x + 1,5

L*(x) = r, cosh(ax) + 1, sinh(ax) + 1,,x + 17,

L :xi/'x7 Tia z'xii/'x’ i=1,.4,

r

o =—axj_,,./7c, j=134, r,=1-ax,/x

x, = a(cosh(ah)-1),

x, = oth(cosh(ah) —1) —sinh(ah) + ah, x, =—x,
x, = a(sinh(ah)-1), x,, =—asinh(ah),

X,, =cosh(ah) —1—(ah)sinh(ah), X33 ==X,

x4, =1—cosh(ah), x =a,a, —a,a

Serbest titresim yapan kiris parcasinin sehim ve
burulma agis1 fonksiyonlari (24) ve (25) den

w(x,t) =L (x)w, (1) + L, 0w, () +
L, (x)w, () + L,(x)w, (1)

(26)

0 (x,t)=L(x)6,(t)+ > (x)§,(t) +
L(x)6,(1)+ L' (x)¢, (1)

€2

yazilabilir. Bu durumda elemanin toplam kinetik
enerjisi, T,

T,=T,+T, 28)

T, =ljhm(W+c§)2dx (29)
1 2 o

T, =1["1.@)d (30)
s =5 [ 1.0y ax

ve toplam potansiyel enerjisi, U,

U,=U, +U,+U, (3D

U, =B, ax (32)
1 2 o z xx

U =1th1(§ ) dx (33)
2 2 o x

_1 h = 5
U, _EJ.O ET(@, )% dx (34)

olarak ifade edilebilir. Bir elemanin tiim sekil
degistirme bilesenlerini igeren yeni bir deplasman
fonksiyonu, u(x,t)

u(x,t)=1{L, } fu®)}, (35)

LI1=L L) el'(v) el2(x)
L(x) L(x) el(x) el'(x)]
{“(t)}e :{Wl v, 6 ¢ w, v, 6 %}T

biciminde tanimlanirsa,
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! Z%{”}Z[ml]{”}e’ )= [ miL, He, Y ax G36)

L :%{”}f[’"z]{ﬂh’ 1= [ 1AL, ML, Yax  G37)

ve

U= %{M}f ke Hu,» k)= [ ELAL, ML, Y ax G9)
= Tl =[G N Y 39

Uy =l s Hako =[BT, e Ve 40

yazilabilir. Burada;

{L3=p o 'y P 00 Lw L)

L=t o oo 2w L'e o of

{L,3=0 o L'y L2y 0 0 Ly L]
{l«v}:{o 0 L)' X" 0 0 L L4(X)"}T

seklinde tanimlanmistir. Bu durumda;

(41)

1
TP=5{u}Z (M, Wi},

(42)

U, = ) (K Hal,

olup, eleman kiitle ve elastiklik matrisleri sirasiyla

(M, ]=[m]+[m,], [K ]1=[k/]+[k,]+[k;] (43)

seklindedir. Diger kiris parcalart i¢in de benzer
ifadeler bulunur ve bunlar toplanarak tiim Kirigin
kinetik ve potansiyel enerjisi asagidaki gibi elde
edilir:

SINOALA GRS 177 B
Z{u} (K, Hu), = { Ykl (45)

Burada {A} tim diigim noktalarindaki yer

degistirme Dbilesenlerini iceren bir deplasman
vektoriidiir. Toplam kinetik enerji ve potansiyel
enerji ifadelerinden yararlanarak, n adet elemana
ayrilmus kiris icin Lagrange hareket denklemleri,

AT | _JOT L JOU L o). i=12.... 4(n+1)
dt |90 U, U,

yazildiginda

1+ [0 )= 0} (46)
bicimindeki adi diferansiyel denklem takimina
ulagilir. Soniimsiiz bir sistemde serbest titresim

zamanl
durumda

halinde tim digim noktalarinin
hareketler ~ yapmasi  beklenir. Bu

{ﬁ }: {[7 }sin(wt) alinip, (46) da kullanilirsa

(]- o M IfT }= 10}

Ozdeger problemine ulasilir.

es

(47)

Burada [1]: birim

matris, @ ise dogal frekans parametresidir. (47)

ifadesi

[Dl'}= o}

seklinde diizenlendikten sonra, smir sartlarinin
uygulanmasiyla (48) denklem takiminda ilgili satir
ve siitunlar iptal edilir, geriye kalan denklem
takimmin ¢oziimii  (22) esitliginin  ¢6ziimiinde
izlenen yola benzer sekilde gerceklestirilir.

[D]= (M1 1K]1- (1) (48)

3. SONUCLAR

Sunulan metotlar arasinda bir kiyaslama yapmak
icin Sekil 5’deki gibi yarim halka kesitli bir kiris ele
alinmustir. Bu kirise ait fiziksel 6zellikler Tablo 1°de
verilmistir.

Tablo 1. Sekil 5’de kesit boyutlar1 verilen kirisin
diger fiziksel ozellikleri (Bercin ve Tanaka, 1997).

EI, = 6380 Nm? Egilme direnci

GJ = 43.46 Nm* Uniform burulma direnci

EI=0.10473 Nm* | Carpilma direnci

Elastik eksene gore birim

£;=0,000501 kg.m boydaki kiitlesel atalet momenti

m=0.835 kg/m Birim boydaki kiitle
e=0.0155m Kayma merkezi acikligi
L=0.82m Kiris boyu
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0.004
0.0245
0.0
Sekil 5. Sayisal sonuglarin elde edilmesinde

kullanilan kirisin kesit ol¢iileri (metre).

Ankastre-Serbest  ve  Ankastre-Ankastre  ug
kosullarint haiz kirigin ii¢ farkli metotla elde edilen
dogal frekanslar1 Tablo 2 ve 3’de gOsterilmistir.
Boyle bir kirisin serbest titresim halinde hareket

denklemlerinin analitik ¢6ziimii literatiirde bir ¢ok
calismada (Bercin ve Tanaka, 1997; Banerjee, 1999;
Jun v.d., 2004) ayrintili bir sekilde verildiginden
burada bahsedilmemistir. Ancak, kiyaslama yapmak
maksadiyla analitik ¢oziimden elde edilen sonuglar
Tablolara eklenmistir. Bahsedilen sinir sartlari igin
kirisin modal grafikleri de Sekil 6 ve 7’de
sunulmustur (iic metot da aym modal grafikleri
verdiginden burada sadece DTMM ile elde edilenler
gosterilmistir). Hesaplamalar i¢in MATLAB ©
programiyla cesitli kodlar yazilmis, Intel Celeron 1.7
GHz islemcili bir PC kullanilmustir.

Tablolar incelendiginde @~ SEM ile bulunan
frekanslarin  kesin sonuglara (analitik ¢oziimle
bulunanlar) daha yakin oldugu goriilmektedir. S6z
konusu frekanslarin bu kadar yiiksek hassasiyette
olmast kiris elemanlar1 igin secilen deplasman
fonksiyonlarimin kirigin sekil degistirmesiyle son
derece uyumlu olmalarindandir. Ciinkii, sekil
degistirmeler i¢in segilen fonksiyonlar kirigin statik
haldeki egilme ve burulma denklemlerinin homojen
¢oziimleridirler ki, bunlar dinamik halde de kiristeki
sekil degistirmeyi yeterince uygun tanimlarlar.

Tablo 2. Ankastre-Serbest u¢ kosullarina sahip kirisin dogal frekanslar1 (Hertz). ES= Eleman sayisi.

AC DTMM SEM

?gggﬁi ------- ES=10 Hata(%) | ES=50 Hata(%) | ES=100 Hata(%) | ES=10 Hata(%) | ES=50 Hata(%) | ES=100 Hata(%)
1 63.7922 | 60.95 446 | 62.62 1.84 | 63.2 093 | 63.793  0.00 | 63.792  0.00 63.792  0.00
2 137.6874 | 131.84  4.25 | 1353 1.77 | 13645 090 | 137.693 0.00 | 137.687 0.00 137.687 0.00
3 278.3592 | 266.79  4.16 | 273.7 1.69 | 276 0.85 | 278.468 -0.04 | 278.359 0.00 278.359 0.00
4 484.7756 | 458.70  5.38 | 474.2 2.18 | 479.46 1.10 | 485.344 -0.12 | 484.777 0.00 484.776  0.00
5 663.8402 | 635.81 422 | 6254 579 | 658.09 0.87 | 664.841 -0.04 | 663.841 0.00 663.84  0.00
cpu

zamant 10.87 2.60 332 4.48 1.25 791 38.89
(sn)

Tablo 3. Ankastre-Ankastre ug¢ kosullaria sahip kirisin dogal frekanslar1 (Hertz).

AC DTMM SEM

?gggﬁ; ------- ES=10 Hata(%) | ES=30 Hata(%) | ES=50 Hata(%) |ES=10 Hata(%) | ES=30 Hata(%)| ES=50 Hata(%)
1 198.81 |200.02  -0.71| 19898  -0.08 | 198.87 -0.03 | 198.86  -0.02 | 198.81  0.000 198.81  0.000
2 | 42505 (42371 031 | 42491 0.03 | 42500 0.01 | 42547 -0.10 | 42505 -0.001 | 42505 0.000
3 618.09 [622.49  -0.71| 61855 -0.07 | 61826 -0.03 | 61824  -0.02 | 618.10  0.000 618.09  0.000
4 695.64 | 686.95 125 | 69449 0.16 | 69522 0.06 | 69732 -0.24 | 695.66  -0.003 695.64  0.000
5 999.32 | 1006.04 -0.67| 998.07  0.12 | 998.83  0.05 | 1004.66 -0.53 {999.39  -0.007| 99933  -0.001
cpu

zamani | 10.74 2.50 2.81 3.10 1.27 4.28 11.47

(sn)
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1 1
08 08
08 06
04 04
= 02 s 02
¢ 0\ e 0 ~ -
° 0, - [ ~ .  _
04 ™~ - 04
06 ~ 06
08 h ~ 08
‘o 01 02 03 04 05 06 07 o8 o 01 02 08 o4 05 06 07 08
x X
a) 1. Mod a) 1.Mod
1 1
08 08
08 06
0.4 04
5 2 <0 o
e 0 - g 0 - - —
D 02 ~ ®? 02
04 ~ ~ 04
06 ~ 06
N
-08 ~ 08
o o1 02 o0s 04 05 06 07 08 o oa
X
b) 2. Mod
1 1
08 08
06 06
04 04

SveBA
o
o ®
/
SveBA
3
o n

02 s
~ - 02 N /
04 ~ - 04 \
- /
06 06 N
08 s ’
—BA 08 AN
o o1 o0z 03 04 05 08 07 08 o o1 02 03 04 05 06 07 08
X X
¢) 3. Mod ¢) 3. Mod
1 1
08 , 08
06 06
0.4 / 04
< 02 / L 02
A / 2, P
2 o ~
02 N , 02 .
04 -
06
08

SveBA

o 0.1 02 03 04 05 06 07 08

e) 5. Mod e) 5. Mod
Sekil 6. Ankastre-Serbest kirigsin boyutsuz mod Sekil 7 Ankas.tr.e-Anka.stre !(irisin boyutsuz moFl
sekilleri. x= Kirig iizerindeki konum parametresi, seklller}. x= Kirig Uzerindeki konum parametresi,
S= Sehim, BA= Burulma Agist. S= Sehim, BA= Burulma Agist.
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Islem zamam (cpu) noktasinda bir kiyaslama
yapildiginda en kisa sirede DTMM ile sonug
alindign gortilmektedir. Bu sonuglarin  yeterince
hassas olmast da dikkat cekicidir. Eleman sayisi
arttikca, harcanan islem zamani DTMM’de 6nemli
bir degisim gostermezken, SEM’de harcanan zaman
oldukca fazla olmaktadir. Bunun sebebi, eleman
sayis1 artttkca DTMM metodunda hesaplamalar igin
kullanilan transfer matrisinin ([7]) boyutlarinin aym

kalmasi, buna karsilik SEM de kullanilan matrisin
([pD boyutlarmin artmasidir. DTMM’de  [r]

matrisinin boyutlar1 eleman sayisindan bagimsiz

olarak daima 8x8’dir. Halbuki, SEM’de [D]
matrisinin  boyutlari1  4(n+1)  kuralina  gore
degismektedir.  Ornegin, kiris 50 parcaya

boliindiigiinde 4(50+1)=204; 204x204 boyutlarinda
bir matrisle islem yapmak s6z konusudur. Analitik
¢coziim s6z konusu oldugunda islem zamaninin
DTMM’ye gore daha yiiksek oldugu goriilmektedir.
Bunun sebebi, analitik ¢oziimden elde edilen sehim
ve burulma acist fonksiyonlarinin oldukca fazla
terim ihtiva etmesidir. Her biri sekiz trigonometrik
ve hiperbolik fonksiyonun toplamindan olusan bu
sekil degistirme fonksiyonlariyla (Bercin ve Tanaka,
1997) islem yapmak zahmetli oldugu gibi daha fazla
hesap zamam gerektirir. SEM’de kullanilan burulma
acis1 fonksiyonunun biraz daha karmagik yapili
olmasit da islem zamani {iizerinde olumsuz etki
yapmaktadir. Ayrica, AC ve SEM igin yapilan ara
islemler DTMM’ye kiyasla daha fazladirlar.

Yukaridaki sonuglar degisken kesitli veya fiziksel
ozelliklerin homojen dagilim gostermedigi kirisler
yahut bu gibi kirislerden olugmus kafes sistemleri
icin de DTMM’nin daha uygun bir metot olduguna
isaret etmektedirler.
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