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OZET

Kismi diferansiyel denklemler bilimin ve mihendisligin hemen her alaninda ortaya ¢ikar. Bu denklemlerin
¢Ozimi icin harcanan bilgisayar zamani, herhangi baska bir problem sinifini ¢6zmek igin harcanan zamandan
daha fazladir. Bu nedenle, kismi diferansiyel denklemler, ¢ok biyik bir islemci glicli saglayan paralel
bilgisayarlar tzerinde ¢6zimlenmeye ¢ok uygundur. Bu calismada kismi diferansiyel denklemlerin Jacobi,
Gauss-Siedel, SOR  (Ardigik asiri yumusatma) ve SSOR (Simetrik SOR) algoritmalariyla paralel olarak
¢oziilmesi incelenmistir.

Anahtar Kelimeler : Kismi diferansiyel denklemler, Paralel isleme, Hiperkip
PARALLEL SOLUTION METHODS OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

SUMMARY

Partial differential equations arise in almost all fields of science and engineering. Computer time spent in solving
partial differential equations is much more than that of in any other problem class. For this reason, partial
differential equations are suitable to be solved on parallel computers that offer great computation power. In this
study, parallel solution to partial differential equations with Jacobi, Gauss-Siedel, SOR (Succesive Over-
Relaxation) and SSOR (Symmetric SOR) algorithms is studied.

Key Words : Partial differantial equations, Parallel processing, Hypercube

1. GIRIS gereksinim duyulur. Ornegin, hesapsal akiskanlar
dinamiginde (Computational Fluid Dynamics -
Bircok fiziksel olayda ve muhendislik alaninda CFD) fiziksel alanlarda ortaya cikan karmasik
ortaya cikan problemlerin modellenmesinde kismi geometriler dikdortgensel veya kibik alanlara
diferansiyel denklemler kullanilir. Bu alanlara drnek sayisal 1zgara yaratimi yontemleri ile cevrilebilir
olarak  hava  tahmini,  supersonik  akisin (Wylie ve Benett, 1995).
modellenmesi, elastikiyet calismalari, 1s1 transferi
verilebilir (Gerol ve Wheatley, 1984). Kismi Kismi  diferansiyel  denklemlerin  ¢6ziminde
diferansiye| denklemler, b|rgok prauk pr0b|em |g|n kullanilan sonlu fark ybntemleri (flnlte difference
analitik olarak ¢oziilemez. Bu nedenle, sayisal methods) bu ylizyilin basindan beri biliniyordu.
yontemler yaklasik sonuclarin hesaplanmasinda ok Ama sayisal bilgisayarlarin kullanilmaya baslanmasi
nemlidir. Bu sayisal yontemlerde genelde Q ile sayisal yt')nteml_er_k|smi dife_ransiyel-denklemlerin
problem alaninin dikdortgensel oldugu varsayilir. ¢6zimdinde 6nemli bir arag haline geldi. Bu adimdan
Daha karmasik alanlar icin, ilgili kismi diferansiyel sonra sonlu eleman (finite element), sonlu hacim
denklemleri ayriklastirmak icin 6zel yéntemlere (finite volume), coklu 1zgara (multigrid) yontemleri

gibi yeni sayisal algoritmalar ortaya ciktl. Tum bu
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algoritmalar ~ sayisal  bilgisayarlar  (zerinde
¢cozllmeye uygundur. Ancak bu ¢dzlmler igin
harcanan bilgisayar zamani herhangi baska bir sinif
problemi  ¢6zmek i¢in  harcanan  bilgisayar
zamanindan c¢ok daha fazladir. Bu nedenle kismi
diferansiyel denklemlerin ¢6zumi icin ¢ok biyuk
islemci glcu saglayan paralel bilgisayarlar
kullanilabilir.

2. MATERYAL VE YONTEM

Calismada herbir paralel algoritma igin zamanlama
alinirken hata orani 10 den baslanarak, 10°"a kadar
dustrtlmis ve her bir adim sirasiyla 1, 2, 4, 8, 16,
32 ve 64 islemci icin beser kere tekrarlanmistir.
Olusan her bes sonuctan en blyik ve en kiiglk
olanlar atilmig, kalan (¢ degerin ortalamasi
alinmistir.

Calismada, UNIX isletim sisteminde calisan, Intel
tarafindan yazilmis olan Intel iPSC/2 hiperkip
benzetleyicisi kullaniimistir.  Benzetleyici, Kisisel
bilgisayarlar icin yazilmis bir UNIX isletim sistemi
olan, LINUX igsletim sistemi calistiran 16 Mbyte
bellekli, 150 Mhz hiza sahip Pentium tirdeki bir
bilgisayarda kullaniimistir. Programlarin yaziminda
standart C  derleyicisinin  yaninda hiperkiip

(k-1) (k=1) (k=1)

k-1) 2
Ujj1 tUjgj +U +ul® D —h%f(x;,y;)

K i+1,] i,j+1
ul = 7
Jacobi algoritmasinda  u{®,  j=1,2,i-1

hesaplanirken u{®) hesaplanmis olur. Gauss-Siedel

(k) (k) (k-1) (k-1) 2
K Ujjo +Uisyj + Ui + Ui —hof(Xg,y)

i 4

u

Gauss-Siedel algoritmasinda elde olan en guncel
degerler kullanildigindan Jacobi algoritmasindan
daha iyi yakinsadigi diisunlliir. Gergekten de Gauss-
Siedel algoritmasi Poisson denkleminde ve isi
denkleminde Jacobi algoritmasindan iki kat daha
hizh yakinsar (Zhu, 1994).

Hem Jacobi hem de Gauss-Siedel algoritmasinda

09, 4 ulg 1yl

K K upy % (k-1)
ui(,j) =(1-) ulk 4 o i+1,

+ Ui i

i=1 2,---NI,

- hzf(xilyi) -

benzetleyicisinin
kullanilmistir.

programlama  kituphaneleri

Jacobi, Gauss-Siedel, SOR ve SSOR yo6ntemlerinin
hepsi yumusatma (relaxation) tipi algoritmalardir.
Bu algoritmalarin ortak o6zellikleri (1)’deki gibi
belirtilebilmeleridir (Zhu, 1994).

U =Tu,,+c, k=1, 2,-- Q)

Burada U, hesaplamalara baglamak igin kullanilan

ilk tahmin, c ise bir sabittir. Tekrarli T matrisinin, A
katsayl matrisinden olusturulmasinda kullanilan
yénteme gore Jacobi, Gauss-Siedel veya SOR
yumusatma algoritmalari olusur. Bu islem, yeni u,

degerlerinin Ug_q degerleri cinsinden
belirtilmesinden  olusmaktadir. Yeni degerlerin

hesaplanmasi 6nceden belirtilen bir hata degerine
ulasilana kadar srer.

Jacobi algoritmasi yeni degerlerin timiniin eski
degerler lizerinden hesaplanmasina dayanir. Merkezi
fark yontemi kullanilarak Jacobi algoritmasinda bir
noktanin degerinin nasil gincellendigi (2)’de
belirtilmistir.

j=12,.NJ, k=12 (2)

algoritmasi  bu yeni degerlerin kullaniimasina
dayanmaktadir. Bu algoritmada her bir noktanin
guncelleme (3)’de verilmistir.

i=12,-+NI, j=12,--NJ, k=1, 2,---. 3)

u®  degeri hesaplanirken  u{®)  noktasinin
komsularindan yararlanilir. Hesaplamada u{*™

degerinden yararlanilmaz. SOR algoritmasinin temel
dustincesi SOR algoritmasinin temel fikri eldeki

gincellenmis  u® ve daha ©6nceki adimda
hesaplanmis u{*™ degerlerinden yararlanmaktir (4).

1,) 4

® =1 durumunda, SOR algoritmasi Gauss-Seidel
algoritmasina donlsir. SOR algoritmasi pozitif

1,2,--Nl j=1,2,.. NJ, k=1 2,---.(4)

tanimli simetrik matrisler icin 0<w <2 arasinda
yakinsaktir. @ parametresinin se¢imi zordur ve
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yakinsama orani igin 6nemlidir. Sadece cok oOzel
durumlarda « degerinin analitik gosterimi elde
edilebilir (Mathews, 1992).

SSOR algoritmasi da SOR algoritmasi ile yakindan
ilgilidir. Tam bir SSOR adimi iki SOR adimindan
olusur. Tlk adim bilinen SOR adimidir. ikinci adim
birinci adimdan elde edilen degerlerin tersten
uygulandigi bir SOR adimidir. Bazi 6zel problemler
icin SSOR metodu, SOR metodundan iki kat veya
daha hizli yakinsar.

Bu algoritmalarin paralellestirilmesinde ilk olarak
haberlesme masrafini azaltmak icin her bir digim,
dugim numaralari arasinda bir bitlik bir fark olacak
bicimde (bu vyerlesim Graycode olarak anilir)
yerlestirilmistir.

Tum paralel algoritmalar paralellestirilirken, ¢dziim
bulunacak tum 1zgaranin iglemcilere dagitilma
mantigl da aynidir: 1zgaranin satirlari islemci
sayisina bolundr. Herbir islemciye

Toplam satir sayisi * islemci sayisi
toplam sutun sayisi

kadar bir 1zgara parcas! diser.

u®) degerlerinin

hesaplanmas! icin sadece bir ©Onceki adimdaki
degerler kullanthr. Sekil 1, k ve k-1 adimlarindaki
degerler arasindaki iliskiyi gostermektedir.

S S

/W//m

/ L+ / //“hmk1
i1/

Jacobi algoritmasinda

(i-y

Sekil 1. Jacobi algoritmasinda k ve k-1 adimlari
arasindaki iliski

(ij-1)

k numarali adim baslamadan ©once k-1 numaral
adimdaki tim degerler hesaplanmis olacagindan, k
numarall adimdaki tim degerler birbirinden
bagimsiz olarak ve ayni anda hesaplanabilir. Yani
Jacobi algoritmasi dogal olarak paraleldir.

Herbir islemcide, sinirdaki noktalarin degerlerinin
hesaplanmasi igin diger islemcilere atanmis olan
noktalarin  degerleri  gereklidir. Bu noktalara
“hayalet noktalar” (ghost points) da denir (Zhu,
1994). Benzer olarak bir islemcinin elindeki
degerlerin de diger islemciler tarafindan erigilebilir
olmasi gereklidir.

Bu algoritmada, herbir islemci, elindeki sinir
noktalarin degerleri diginda, kendi alt kimesinde
olusan en blylk hata oranini da diger islemcilere
belirtmek zorundadir. Islem, hata orani tim
islemciler Uzerinde 6nceden belirlenen bir oranin
altina dusene kadar sirer.

Degerleri ilkle
Hata orani > ¢ iken yinele
Tum noktalarin degerlerini (2)’yi kullanarak
guncelle
Sinirlardaki  glincellenmis degerleri
islemcilere génder
flgili  komsudan sinirlardaki
degerleri al
Hata oranini hesapla

Son

komsu

glincellesmis

Algoritma 1. Paralel jacobi algoritmasi

Gauss-Siedel  algoritmasinin  paralellestirilmesi
Jacobi algoritmasi kadar acglk degildir. Tlgili
denklemden  goriilebilecegi gibi, u{®)  degerinin

hesaplanmasi igin bir onceki adimdan u,('jl}) ve
us;? degerlerinin yani sira, simdiki adimdan u

ve u®, degerlerine gereksinim duyulur (Sekil 2).

Bu bagimhlktan  dolayr  u®  degerinin

hesaplanmasina  u{}; ve u{®), hesaplanmadan

baslanamaz.

/

/S S

w / /S

a4

wn /S .
/ adin

@13/

algoritmasinda adimlar

(i-1.J)

IIi.Hy

Sekil 2. Gauss-Siedel
arasindaki iliski
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Bu algoritmanin paralellestirilmesinde kullanilan
yoéntem, kirmizi-siyah (red-black ordering) veya tek-
cift (odd-even ordering) siralamasidir. Siralama, bir
noktanin ayni renkteki diger bir noktaya dogrudan
baglantisi olmayacak bicimde yapilir (Ortega ve
Voigt, 1985). Bu siralama sonucunda, ilk adimda
tim siyah noktalar, daha sonra kirmizi noktalar
paralel olarak hesaplanir. Eger bir kirmizi veya
siyah nokta islemcinin elindeki alt kimenin
sinirlarinda yer aliyorsa, bu noktanin gincellenmis
degeri diger noktalara her bir adimdan sonra
gonderilmelidir.

Degerleri ilkle
Hata orani > ¢ iken yinele
Tum siyah noktalarin degerlerini gtincelle
Sinirlardaki giincellenmis degerleri
komsu
islemcilere gonder
Ilgili  komsudan sinirlardaki
degerleri al
Tum kirmizi noktalarin degerlerini giincelle
Sinirlardaki guncellenmis degerleri
komsu
islemcilere gonder
Ilgili  komsudan sinirlardaki
degerleri al
Hata oranini hesapla
Son

guncellesmis

guncellesmis

Algoritma 2. Paralel Gauss-Siedel algoritmasi

SOR algoritmasi da aynen Gauss-Siedel algoritmasi
gibi kirmizi-siyah siralamasi ile paralellestirilebilir.

Burada, giincel u{®) degerini hesaplamak igin
kullanilacak denklemler degistirilir.

SSOR algoritmasi da aynen SOR algoritmasi gibi
paralellestirilebilir.  Zaten SSOR  algoritmasi,
hatirlanacag! gibi, SOR algoritmasinin bir adimda
iki kere (birisi normal olarak, birisi de tersten)
uygulanmasidir. Bu nedenle burada haberlesme
sayisl, SOR algoritmasinin iki katidir.

SOR ve SOR algoritmalarinin
paralellestirilmesinden elde edilen algoritmalar
Algoritma 2 benzeridirler. Bu nedenle, adi gegen
algoritmalar burada belirtilmemistir.

4. BULGULAR VE TARTISMA

Jacobi algoritmasinda alinan sonuglar
degerlendirildiginde, programin ¢alisma zamaninin
islemci sayisi ile birlikte arttigi gorilmektedir.
Islemci sayisi arttikca calisma zamanin artmasi,

Jacobi algoritmasinin oldukca yavas
yakinsamasindan kaynaklanmaktadir. Bu nedenle
programin isleyis zamani artmakta ve islemciler

arasindaki haberlesme maliyeti oldukca
yukselmektedir (Sekil 3).
128 x 128 Izgara Boyutu

g — - —10n5

= 30000 ; - =106

£ 20000 - —--—10M7

ﬁ 10000 - 107-8

g 0

g U T T T — — — 10/\_9

& NN o

Islemci Sayisi

Sekil 3. 128 x 128 1izgara boyutunda Jacobi

algoritmasi icin calisma zamani / islemci sayisi
grafigi

Gauss - Siedel algoritmasinda islemci sayisi arttikga
calisma zamani azalmaktadir. Calisma zamani
beklenen bicimde bir egri cizmektedir. Gauss -
Siedel algoritmasi ile en iyi sonuclar elde edilmistir
(Sekil 4).

128x128 l1zgara Boyutu
500 —-—-10M5
é 400 — ] N6
S 300 - — e — 1007
E 200 1 10°-8
L_;)" 100 - — — — 1079

0
1 2 4 8 16 32
Islemci Sayis

Sekil 4. 128x128 1zgara boyutunda Gauss-Siedel
algoritmasi icin calisma zamani / islemci sayisi
grafigi

SOR algoritmasi teorik olarak  Gauss-Siedel
algoritmasindan daha iyi yakinsadigi halde iki
adimdan olustugundan her bir adimda iki kat
haberlesmeye gereksinim duymaktadir. Bu da,
programin galisma zamanini arttirmaktadir. Ayrica
bu algoritmada daha once de belirtildigi gibi ®
parametresinin  se¢cimi  olduk¢a 6nemlidir. Bu
programda kullanilan o degeri, deneysel olarak elde
edilen en iyi sonugtur. Bu deger, ¢ozilen problemin
cinsine gore degismektedir. Bu algoritmada 2
islemci icin galisma zamani artmakta, daha sonra 4,
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8, 16, 32 ve 64 islemci i¢in calisma zamani islemci
sayisiyla baglantili olarak azalmaktadir (Sekil 5).

128x128 lIzgara Boyutu

g 20000 e
- — — A
é 15000 = | lOA 6
§ 10000 £ - 10

\ A
g 5000 {3 1078
= 0 +——F—" |———10"9
o - ¥ 3 3

Islemci Sayisi
Sekil 5. 128 x 128 1zgara boyutunda SOR

algoritmasi icin calisma zamani / islemci sayisi
grafigi

SSOR algoritmasi teorik olarak en hizli yakinsayan
algoritmadir. Ama algoritmanin bir adimi iki tane
SOR adimindan olustugundan, algoritma daha iyi
yakinsamasina ragmen, her bir adimda dort tane
haberlesme yapildigi icin, programin ¢alisma zamani
artmaktadir. Yine de 32 ve 64 islemciler icin elde
edilen sonuglar oldukca etkindir. Bu algoritmada da,
SOR algoritmasinda oldugu gibi « parametresinin
degerinin etkin olarak elde edilmesi problemi vardir.
Bu parametrenin probleme uygun olmayan degerde
kullanilmasi, algoritmanin  yakinsama  oranini
azaltmaktadir (Sekil 6).

128x128 Izgara Boyutu

5. SONUC

Bu cahismada incelenen ve paralellestirilen
algoritmalar arasinda en iyi basarimi ve etkinligi
Gauss-Siedel algoritmasi elde etmistir. Jacobi
algoritmasi dogal olarak paralel olmasina ragmen
disuk yakinsama orani nedeniyle c¢ok fazla
islemciler arasi haberlesmeye gerek duymakta ve bu
nedenle, islemci sayisi arttikga calisma zamani da
artmaktadir.

SOR ve SSOR algoritmalari ise yiksek yakinsama
oranlarina sahip olmalarina ragmen, her bir
adimdaki  haberlesme sayisinin  fazla olmasi
nedeniyle calisma zamanlari yiksek cikmistir. Yine
de bu algoritmalar 32 ve 64 islemci icin Gauss-
Siedel algoritmasina yakin zamanlamalar elde
etmislerdir. Burada deginilmesi gereken ise ®
parametresinin degeridir. Bu deger dogrudan olarak
elde edilemediginden deneme yoluyla elde
edilmistir. Bu nedenle, bu deger hataya agiktir.

Gauss-Siedel algoritmasindan hareketle yazilan
paralel program en iyi calisma zamanlarini elde
etmistir. Bu program, islemci sayisi arttikca daha iyi
caligmistir.  Bunun nedeni 1zgaranin iglemciler
arasinda bélunmesidir. Burada 6zellikle sinira yakin
olan 1zgara parcalarinin, daha cabuk yakinsadigi
gorulmdiistar.
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