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OZET

Surekli-Ortam Hasar Mekanigi; Mikro-catlak olusumunun veya mikro bosluklarin bilyimesinin bir sonucu
olarak, yapisal zayiflamaya ugrayan mihendislik malzemeleri ile ilgilenir. Bu ¢alismada, magnetoelastik hasarli
malzemelerin biinye denklemlerine ait genel ifadeler sirekli ortam hasar mekaniginin temel yasalarindan
tiretilmigtir. Bu matematiksel model, mekanik bir yikun etkisi altinda kalan ve mikro bosluklar iceren
magnetoelastik ortamlar icin gelistirilmistir. Malzeme normalde izotrop bir ortam olup sirf mikro-bosluk
dagilimi nedeniyle gugli bir anizotropi gostermektedir. Bu baglamda cisim davranis olarak kendisini gerilme,
miknatislanma ve Gerinme-Enerjisi Yogunlugunun Degisim Hizi (GEYDH) tarzinda ifade edecektir. Sonug
olarak, gerilme, miknatislanma ve gerinme-enerjisi yogunlugunun degisim hizina ait binye denklemleri
maddesel koordinat sisteminde elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler : Sirekli-Ortam Hasar Mekanigi, Serbest enerji, Gerilme, Miknatislanma, Gerinme-
enerjisi-yogunlugu degisim hizi, Blnye denklemleri.

DEVELOPMENT OF CONSTITUTIVE EQUATIONS BASED ON CONTINUUM
DAMAGE MECHANICS FOR MAGNETOELASTIC MATERIALS

ABSTRACT

Continuum Damage Mechanics deals with engineering materials which undergo structural weakening as a result
of micro-crack formation or void growth. The general expressions of constitutive equations for isotropic
magnetoelastic damaged materials were derived from the basic laws of continuum damage mechanics. This
mathematical model represents a magnetoelastic media which has micro-voids and subjected to a mechanical
loading. Due to micro-void distribution, overall structure attains a strong anisotropy, despite the fact that the
material is otherwise isotropic. In this context the body will respond by means of stress, magnetization and
strain-energy density release rate. In the conclusion, constitutive response functions for the stress, magnetization
and strain-energy density release rate have been obtained in material coordinates.

Key Words : Continuum damage mechanics, Stress, Magnetization, Strain-energy density release rate,
Constitutive equations.

1. GiRiS esnasinda veya dis ylklemelerin etkisi altinda ortaya
cikmaktadir. Hasar Mekanigi; dlzensiz sekil, 6lgl
ve yonelimlerde diizensiz dagilmis olan birgok

Miihendislik malzemelerinin mikro-yapilari; mikro- mikro-catlak tarafindan zayiflatilmis malzemelerin
catlaklar, dislokasyonlar, mikro-bosluklar  ve davranisini ve mukavemetini arastiran disiplinler
zayiflamis kohezyon bélgeleri gibi cok sayida mikro arasl bir alandir. Genel anlamda “Hasar” terimi

kusurlar icermektedir. Bu kusurlar, imalat prosesleri
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malzemelerin bozulmasi, kiriimasi, kopmasi ve ise
yaramamasl anlaminda kullaniimaktadir.
Oksitlenme, korozyon, diflizyon, mekanik yikler ve
yaslanmadan dolayr zayiflama veya termo-
elektromanyetik yuklerden dolayr malzemenin
yapisal batlnliginin bozulmasi, hasari baslatip
daha sonra devam ettirebilecek etmenlerden
bazilaridir (Onaran, 1991; Yiksel, 2000). Hasar
mekanigi; atomik Olgekte (kuantum mekanigi
kapsaminda), mikro olgekte (mikro mekanigin
yasalari kapsaminda), mezo 6lgekte (stirekli ortamlar
mekanigi cercevesinde) ve makro Olcekte (catlak ve
kirillma mekanigi kapsaminda) oldukca farklh ve
genis arastirma alanlarina konu olmustur (Wu,
2000). Bu farkh yaklasimlarda ortaya cikan ortak
gorils; hasarin  malzemenin  momentum iletme
Ozelliginde bir gerilemeye neden oldugudur
(Krajcinovic, 1998; 2000; 2003).

Kaya, beton ve seramik gibi orta duzeyde kohezif
mukavemet tastlyan malzemelerin surekli ortam
hasar mekanigi yodntemleri ile incelenebildigini
biliyoruz (Kachanov, 1986; Lemaitre, 1996; Ibijola,
2002). Piezoelektrik ve ferrimanyetik seramik
malzemelerin  catlak/kirllma ~ mekanigi  bazi
arastirmalara konu edilmesine ragmen (Wang et al.,
2004), bu malzemeleri surekli ortam hasar mekanigi

kapsaminda inceleyen c¢ok fazla arastirma
yapilmamistir. Biinye davranislari olarak
Piezoelektrik malzemelerde ortaya cikan
polarizasyon ve Ferrimanyetik malzemelerde

gozlenen miknatislanma olayinin malzemede ortaya
ctkan  hasar mekanizmasindan  etkilenmemesi
mimkin degildir. Bu tir malzemelere ait biinye
denklemlerinin elde edilmesinin hem bu konuda
yapilacak deneysel calismalara hem de sayisal
analizlere katki saglayacagi beklenmektedir.

Ferrimanyetik malzemeler olarak bilinen ve
genellikle demir oksit iceren (MnFe,O4, ZnFe,0,)
seramik malzemelerin davranisi strekli ortamlar
hasar mekanigi alaninda cok fazla irdelenmemistir.
Ferrimanyetik seramik miknatislar TV ve FM
alicilarinda yiiksek frekansli transformatér yapimina
uygun malzemelerdir. Bu tiir malzemelerdeki hasar
prosesi sadece malzemenin mekanik davranisini
degil ayni zamanda manyetik davranigini da
etkilemektedir. Burada  gelistirilen model,
magnetoelastik malzemelerin énemli bir alt sinifini
olusturan  Ferrimanyetik seramik malzemelerin
manyetomekanik davranigini temsil etmek icin
kullanilabilir.

Bu aragtirmanin  teorik temellerini  olusturan
calismalarda fiber takviyeli elastik dielektrik
ortamlarin elektro-termomekanik davranisina ait
matematiksel ~ bir  model  olusturulmus  ve
elektrostatik alanlarla mekanik alanlarin nonlineer

etkilesimleri ele ahinmigtir (Usal, 1994; Usal, 2001).
Bir diger ¢alismada, mikro-bosluklu elastik ortamlar
icin blnye denklemlerinin olusturulmasina ait
matematiksel bir formulasyon surekli ortam hasar
mekanigi  kapsaminda  gelistirilmistir.  Hasarin
mekanik temsili ve bir i¢ durum degiskeni olarak
hasar tansoriinin g6z onine alinigi daha detayh
olarak  verilmekle birlikte sadece mekanik
buylklukler g6z o6nline alinmig, manyetostatik
kaynakli  kuvvet ve kuvvet-cifti ifadelerine yer
verilmemistir (Usal ve ark., 2006). Bu ¢alismada ise
manyetostatik alanlar icin gecerli olan Maxwell
denklemleri daha baslangicta dikkate alinmig ve
mikro-bosluklu manyetoelastik malzemeler igin
strekli ortamlar mekanigi gercevesinde
matematiksel bir model kurulmustur.

1. 1. Hasarin Mekanik Temsili

Sekil 1’de gorulen temsili hacim elemani, (F=nF)
seklinde bir kuvvetle yiklendiginde bilinen tek

eksenli gerilme o =F/S olur. Malzeme igerisinde

yer alan mikro bosluklarin disaridan uygulanan
cekme kuvvetine karst  herhangi  bir direng
gostermedigi  dolayist  ile yuk tagimadig
disundlirse, efektif olarak yik tagiyan yizeyin dik
kesit alanindan mikro bogluklarin alanini ¢ikararak
elde edilen yizey (S-Sp) olur. Dolayisiyla da efektif
gerilme,

)

c=

S-Sp

seklinde yazilabilir. Hasar parametresini mikro
bosluklarin toplam alaninin toplam kesit alanina
orani

w

_>D

D=3 )
olarak tanimlayabiliriz (Chaboche, 1981; 1987;
1988). Kachanov (1986) , malzeme igerisindeki belli
bir kesit boyunca sureklilik parametresini hasar
parametresi ile iligkilendirmis ve sureklilik
parametresini ¥=1-D seklinde tanimlamistir. Bu

durumda (1) ve (2) ifadelerini dikkate alarak,

F _FIs_ o
s[ _SDJ 1-D 1-D
s

-2 ®3)

o=

yazabiliriz. Yukarida verilen ifadeleri g6z Onine
alarak asagidaki sinirlamalari yazilabilir;

0<D<1
D=0 (baslangictaki hasarsiz durum, ¥ =1)
D =1 (malzemenin kopma durumu, ¥ =0)

(4)
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Sekil 1. Tek eksenli ¢ekme altindaki bir cubukta
hasar parametresinin tanimi.

Lemaitre (1985) ve ayni sekilde Simo ve Ju (1978),
efektif gerilme ilkesine benzer sekilde -efektif
gerinme icinde uygun tanimlar kullanarak izotropik
hasar durumu icin esdeger gerinmeyi £=(1-D)¢
seklinde ifade etmiglerdir. Bu asamada gerinme

esdegerligi ve gerilme esdegerligi hipotezlerini
vermek aciklayici olacaktir:
Gerinme  esdegerligi  hipotezi Hasarli  bir

malzemenin gerinme davranigl orijinal veya hasarsiz
malzemenin blnye denklemi ile temsil edilebilir,
ancak hasarsiz malzemenin blnye denkleminde
ortaya cikan gerilme yerine efektif gerilme
kullanilmalidir. Baska bir ifadeyle, uygulanan
gerilme altinda malzemenin hasarli durumu ile ilgili
gerinme, efektif gerilme altinda malzemenin
hasarsiz durumu ile ilgili gerinmeye es degerdir.
Efektif gerilme kavrami ve gerinme esdegerligi
hipotezi dogal olarak blnye denklemlerinin
gerinme-tabanli formilasyonlari icin kullanilabilir.

Gerilme egdegerligi hipotezi : Uygulanan gerinme

altinda hasarli durumla ilgili gerilme, efektif
gerinme altinda malzemenin orijinal (hasarsiz)
durumu ile ilgili gerilmeye esdegerdir. Efektif

gerilme ilkesini kullanarak hasarli bir malzeme ile
hasarsiz bir malzemenin elastisite modiilii arasindaki
iliski asagidaki gibi verilebilir:

= E=E(1-D) (5)

sl O _
E (-D)E
Burada, DE hasar nedeniyle elastisite modiiliinde

meydana gelen azalmayi, E ise hasarli malzemenin
elastisite moduliini gostermektedir.

S*=S-DS seklinde tanimlanan bir kesit alanina

sahip hayali bir elemani g6z éniine alabilir ve bu
durumu hasarsiz bir durum olarak adlandirabiliriz.
Eger mekanik olarak esdeger olan bu iki durumdaki

Sve S* alanlari arasindaki iliski bir sekilde
belirlenebilirse hasar degiskeni D’ de belirlenmis
olur.

Hasar degiskenlerini belirleyebilmek icin K sayida
mikro catlak iceren bir Temsili Hacim Elemani
(THE) g6z onune alinmistir. Herhangi bir k-inci
mikro catlagin acik veya aktif kismi A® ile, bu
mikro catlagin kapali veya pasif yiizeyi de A" ile
gosterilmistir. Bir catlaga ait aktif veya pasif
yuzeyler gerilme, sicaklik ve nem oranina gore
kendi aralarinda yer degistirebilir. Buna ragmen
Weitsman bu acik ve kapal yizeylerin belli bir
zaman arahginda malzemenin durumunu karakterize
eden bagimsiz degiskenler olarak segilebilecegini
ifade etmektedir (Weitsman, 1988a; 1988h).
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Sekil 2. a) K sayida mikro catlak iceren temsili
hacim elemaninin dizlemsel goruntist (Weitsman,
1988b), b) Bir mikro catlagin acgik ve kapali
yuzeyleri.

Makro seviyede gerilmeler ve gerinmeler THE’nin
hacmi (zerinde ortalama biyukliklerdir. THE nin
davranisini tam anlamiyla dikkate almak icin A® ve

- (k=1,...,K) ylzeylerini temsil eden 2K sayida
catlak parametresini dikkate almak gerekir. Bu
yuzeylerin gercek sekli mezo olgekte tam olarak
bilinmediginden,  Weitsman  bunlari  esdeger
dizlemsel yluzeyler olarak distinerek

AW A0 n)ye AT Z AT a0 yektorleri ile

temsil etmistir, (k = 1, ...,K). Burada n® | bir mikro
catlak diizlemine ait birim normal vektori
gostermektedir  (Weitsman, 1988a).  Cismin
icerisinde  bir  maddesel nokta civarinda
konveksiteleri farkli olan iki mikro catlak géz éniine
alahm. Egrilik yarigaplari cok buylk olan farkli
infinitesimal catlak yizeyleri topolojik ve mekanik
acidan es deger kabul edilebilir. Bu durumda catlak

Simdi, gercek hasarli duruma mekanik olarak ytizeyinin - topolojik  temsili  catlak ytizeyinin
esdeger olan ve F yukinin etkisi altinda, yonunderj bagimsiz olar_al_<_ _|fade edll_eblll_r.

Matematiksel olarak bu temsili, iki vektorin diyadik
Muhendislik Bilimleri Dergisi 2007 13 (2) 223-233 225 Journal of Engineering Sciences 2007 13 (2) 223-233
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carpimi ile olusturulan bir simetrik tansor kullanarak
gosterebiliriz. Her bir mikro catlagl asagidaki gibi
simetrik diyadlarla tanimlayabiliriz.

rAOIINON- YU ve 7 (k) — po*(K) @ p*(K) ,
£y - AP ©

A® ve A" yiizeylerinin 6lglisii ve yeri hakkinda
detayh bilgiler ancak istatistiksel olarak mikro
Olcekte mevcut oldugundan, Sdrekli-Ortamlar
Mekaniginin kullanildigi mezo 6lgekte (6) ifadesi ile
verilen tansorel ifadelerin  birlesik etkilerini
asagidaki diyadik carpimlarin  toplamlari ile
gosterebiliriz. Bu islem, mikro 6l¢ekten mezo dlcege
gecerken yapilan homojenlestirme seklinde de
yorumlanabilir.

K * K * *
z=Y AWeA® z'-5 A"0eA™®  (7),
k=1 k=1

Bdylece hasarin etkisi mezo Olcekte iki adet ic
durum degiskeni ile ifade edilmektedir. Bu iki
durum degiskeni de tanimlari geregince ikinci
dereceden simetrik tansdrel karakter tasir. Bu
calismada bunye degiskeni olarak, sadece agik mikro
yuzeylerin etkisini dikkate alan bir tek hasar tansori
gz Onune alinmig ve bu tansor bir i¢ durum
degiskeni olarak kullanilmigtir. Agik mikro-gatlak
yuzeylerinin temsili hacim elemani icerisindeki
ortalama degerlerini A(X,t) vektori ile bu vektoriin
zamanla degisimini A(X,t) ile gosterebiliriz. Bu
vektdrlerin, THE’na ait herhangi bir karakteristik
yuzeyin alanina bolerek  boyutsuzlastirildigini
disinmek formiilasyonun genel yapisini etkilemez.
Diger taraftan, malzeme mikro-catlak ylzeylerinin
pozitif ve negatif taraflarini fark edemeyecegi igin,

matematiksel olarak A(X,t) ve A(X,t) vektorlerine
olan bagimliligi (7), ifadesini de g6z éniine alarak,

Z=A®A = Z=A®A+A®A (72
formundaki tansorel carpimlarla ifade edebiliriz. Bu

tansorler  ileride  verilecek olan  gerilme
potansiyelinin arglimanlari arasinda yer alacaktir.

2. MATERYAL VE METOD

2. 1. Denge Denklemleri
2.1. 1. Elektrostatik Denge Denklemleri

Goz oOnune aldigimiz ve t aninda V(t) hacmini
kaplayan ortamin cevresi ile olan etkilesiminde

mekanik olmayan kuvvetlerin tabi oldugu quazi-
statik manyetik alani ydneten integral denklemler
“Genellestirilmis” Gauss ve Stokes teoremleri
kullanilarak yerellestirildiginde asagidaki
diferansiyel ifadeler elde edilmis olur (Eringen ve
Maugin, 1990):

V-B =0 V(1) icinde (8)
VxH=0 = H=-Vg¢ V(t)icinde 9)
B= o (H+M)

B, E/40(|'|r+Mr):>V2¢:V'M (10)

Burada, V nabla (del) operatdri,B manyetik
indliksiyon vektori, H manyetik alan vektord, ¢
manyetostatik potansiyel, x, boslugun manyetik

gecirgenligi  (permeabilitesi), M miknatislanma
vektorinl gostermektedir.

2.1. 2. Termomekanik Denge Denklemleri

Benzer sekilde global balans denklemleri (kditle,
lineer momentum, acisal momentum, enerji, ve
entropi Uretimi) yerellestirildigi takdirde elde edilen
diferansiyel ifadeler asagidaki gibi yazilir. Bu
denklemler belli bir V/(t) hacmi icin gecerlidir.

Kitlenin Korunumu:

p+pVi =0 (11)
p(x.t)= j%iﬁ; (12)

(Maddesel gosterimde kitle korunumu)

Lineer Momentumun Dengesi:
pYi=ti 1+ pfi+FM (13)
Acisal Momentumun Dengesi:

énrp(typ +MBy)=0

t trp=t (14
= &nrplrp=0=1trp=tpr
trp=trp - MrBp (15)
Enerji Korunumu:
pé=tijVii—Gii+ph+ph™+CcMw, (16)
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Clausius — Duhem Esitsizligi :

1

. h 1
P’?‘PE‘FZQM—?% Oi=py =0 17
Burada, vV surekli ortamin hizi, u sireksizlik
ylzeyinin hizi, pg deformasyondan onceki kitle
yogunlugu, p deformasyondan sonraki kuitle
yogunlugu, J jakobiyen, V ivme, ti; gerilme

tansorti, fj birim kitle basina mekanik hacimsel

kuvvet, FM birim hacim basina manyetostatik
gbvde kuvveti, tij antisimetrik gerilme tansord,

basina manyetostatik kuvvet ¢ifti, ¢ birim kitle
basina i¢-enerji yogunlugu, g; 1s1 akisi vektori (birim
zamanda ve birim yiizey alanindan sisteme giren 1sl
miktari olup bu vektdr daima ylzey disina dogru
yonlenmis olarak secilmektedir ve bu durum, enerji
denklemi yazilirken dikkate alinmistir), h birim kutle
basina 1s1 kaynagl, h™ manyetostatik enerji kaynagi,
w; acisal hiz, n birim kitle basina entropi

yogunlugu, @(X,t) bir t aninda mutlak sicaklik
dagihmi, py birim kitle bagina entropi Gretimi olup
& jx permutasyon tansorinG gostermektedir.

simetrik gerilme tanséri, CM birim hacim

Denge denklemlerinde gegen manyetostatik kaynakl
kuvvet ve kuvvet-cifti ve enerji kaynak ifadeleri

FM=M.vB = FM =M;B;; (18)

CM =MxB > CiM :5ijnMjBn (19)

phM E—M'B+tE :dehM :—Mi Bi+tiJE d“ (20)

ftM-——BOM +(B-M) ]I (21)

seklinde olup burada, ® semboli tansorel carpimi,

M Maxwell gerilme tansoérini gostermektedir ve
(20) ifadesindeki (*) isareti asagidaki anlamda
kullanilmigtir.

BEB—BiV’iﬁ-B Vi,i (22)
deformasyon hizlari tansori d, ise,

1
dij =V, =5 (Vi j+ Vji)=dji (23)

seklinde ifade edilmektedir. V(i j) hiz gradyani

tansoriniin simetrik kismi olarak tanimlanmakta; bu
tansoriin antisimetrik kismi da spin tansori olarak

1
Wij = V[i,j]EE(Vi,j - Vj,i):_wji (24)
seklinde tanimlanmaktadir. Bu ayrisim
L=d+w veya vi'jzdij+wij (25)

seklinde de gosterilmekte olup kinematik olarak
birinci terim bir maddesel noktanin maruz kaldigi
deformasyon hizlarini, ikincisi de rijid dénme
hizlarini temsil etmektedir.

Yukarida verilen (12) ifadesinin diverjansi alinip ve
(18) ifadesi ile birlikte (13) denkleminde yerlerine
yazilirsa

pr prp+irp'r—Mr‘r Bp (26)
seklinde lineer momentum denklemimiz simetrik bir
gerilme tansori cinsinden yazilmig olur.

Diger taraftan (21), (22) ve (23) ifadelerini (20) de
yerine yazip, acisal hizi spin tansoriiniin dialinden

w:%va seklinde cekerek ve (19) da verilen

cM ’nin tanimini g6z 6niine alirsak, yerel enerji
denklemi olan (16) ifadesinin son iki terimi
phM +CiM Wi :_MiBi (27)

seklinde elde edilir. (27) ifadesi (16) da yerine
yazildiginda enerji korunumu igin

(28)

yerel denklemi ortaya ¢ikmis olur. Yukarida verilen
balans denklemleri elde edilirken, daha 6nce
piezoelektrik ortamlar icin stireksizlik yuzeylerini de
icerecek sekilde gelistirilen matematiksel model yol
gosterici olmustur (Erdem ve ark., 2005a; 2005b).

2. 2. Termodinamik Kisitlar

Enerji denklemi ile entropi esitsizligi uygun sekilde
birlestirilir ve serbest enerji igin asagidaki sekilde bir
Legendre transformasyonu kullanarak,
yEe-0n (30)

entropi esitsizligi maddesel formda asagidaki gibi
elde edilir.
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. N 1— . 1 .
—(2+Po’79)+ETLN Cin ) 0N Qn —My By 20 (31)

elde edilmis olur. Burada gegen yeni biyikliklerle
ilgili terimler asagida verilmektedir:

2= po v (Z:gerilme potansiyeli) (32)

1 .
= dln:ECLN X1 XN, n (33)

Cin=2d1nX (X N

— _ - 1 =
Tin = IXL X b 2 Un =37 XL Xy v Ty (34)

Q=X 1q = q=3"x . Q (35)
ML =dX M= My =370% M (36)
BL=X, LB = B =X_,B_ 37)
OL=x101=06,=X_,0 (38)
(31) esitsizligi, quazi-manyetostatik bir alanin
etkisinde bulunan termomekanik ortamlar igin

entropi Uretiminin genel bir ifadesidir.

¥ gerilme potansiyeli genelde argiimanlari Siirekli-
Ortamlar aksiyomlarina gore belirli olan

Z(X’t):Z[CLN’ZLN'ZLN’ BL,Q] (39)

seklinde bir fonksiyondur. Bu fonksiyonun zamana
gore maddesel turevini alirsak

o3

) Con+ Zin+

0
0Z| N
0X 0x
- +
RVARY dB.
ifadesini elde ederiz.

(40)
BL 22y

5
LN PY:

(40) ifadesi (31) esitsizliginde yerine yazilir, ortak
terimlerin parantezleri alinirsa asagidaki esitsizlige
ulasiriz.

0x . 0x
)Cuin —

0CLnN 0Z| N

0r 0x

Z.LN -

l —
Z(Tiy -2
2( LN

) BL -

1 0%

T (41)
0

-1
- po(n+ )G_ZQLQ,LZO

(41) esitsizliginin keyfi her bagimsiz termodinamik
proseste saglanabilmesi igin gerilme potansiyelinin

argiimanlari iginde bulunmayan C, \, Z_ n, B., @,
ve 6, terimlerin katsayilarinin sifira esit olmasi
gerekir. Z,y, Z’nin argimanlari icerisinde yer
aldigindan bu esitsizlikteki z, \ nin katsayisi sifira
esitlenemez). Z,, nin katsayisina, Gerinme-
Enerjisi  Yogunlugunun Degisim Hizi (GEYDH)
olarak adlandirilan ve Y ile tanimlanan bir atama
yapilirsa

0

0Z_y (42)

Yin=-

yazilabilir. Ayrica pozitif bir blyiklikle ugrasmak
icin; Y, y=-Y_n tanimlamasi kullanilarak, GEYDH

asagidaki gibi ifade edilebilir.

(43)

(41) esitsizligindeki C, ,Z.n ,BL, #,ve 6, nin

katsayilari sifira esitlenerek asagidaki ifadeler elde
edilir:

- _ 0X 0x oz
TinE 25— ———=0, M =——,
LN OZLy L
L9 5 -0 (44)
po 00

Yukarida verilen (44) ifadelerinde, baslangigta
belirttigimiz gibi ortamda 1s1 iletiminin olmadigi ve
serbest enerji yogunlugunun da hasarin maddesel
degisim hizina baglh olmadigi gérulmektedir.

Asimetrik formda ortaya cikan toplam gerilmenin
(15) maddesel koordinatlardaki ifadesi sirekli
ortamlar mekaniginin rutin hesaplamalari ile
asagidaki gibi bulunmustur:

- = 1
Teqg=Tpq ~MpX_ 1Xq1BL =Tpg—MpB . C 5 (45)

Burada, Cy'y =Xm.m Xn.n Piola sekil degistirme
tansori olarak bilinir. Diger taraftan, serbest enerji
yogunlugunun bagh oldugu argiimanlar ve i¢ enerji
asagidaki gibi yazilabilir.

Z:Z[CLNvZLN’ BL’H] (46)
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1 _
e=—(Z+pyOn)+p M;B; =

£o
oo =g
oB

i(z
Po
(44), ifadesini, (34), ifadesine gotirirsek, simetrik
gerilme tansor igin,

oz (47)

- p O0X
f =L 0% (48)
P OXi, L nt

ifadesi elde edilir. Ortam sikismaz oldugu takdirde
J2=detC=1 veya Il =1 sarti saglanmahdir (Erdem,

ve ark., 2005a; 2005b; Korkmaz, 2001). Buna gore
(48) denkleminde X yerine kendisine esdeger olan
ve fakat s6zi edilen kisitlamayi igeren asagidaki
fonksiyon alinabilir.

s-p(x,t)(J-1) (49)

Burada p, bir Lagrange carpanidir. Bu ifadedeki
fonksiyonun X, r ye gore turevi alinip (48)
denkleminde yerine yazilirsa,

0

— 50
8C|_N ( )

tih=—pdn +2X|,L Xn,N
elde edilir. Bu ifadenin maddesel koordinatlardaki
formu ise

= 1 o0x
T n=—pPC/y+2
LN PCLN aC

(51)
LN
olur (Korkmaz, 2001). GEYDH, bilindigi gibi daha

once Bu

Y"Nzai seklinde tanimlanmust.

LN

ifadede X 'nin deformasyon gradyanina gore tiirevi
yer almadigl icin Lagrange carpani sifir olur. Bu
durumda elde etmemiz gereken biinye denklemleri,
yapilan kabullere bagh olarak Ty N, M Ve

Y, n 'dir ve bunlarin serbest enerji fonksiyonu X’ ya

bagh oldugu (43) ve (44) denklemlerinden agikca
g6zukmektedir. O halde yapilacak ilk is X ’nin agik
formunu ortaya koymak olacaktir.

3. BULGULAR VE DEGERLENDIRME

3. 1. Biinye Denklemleri

Bu calismada, mekanik ytklemeye maruz mikro-
bosluklu manyetoelastik bir ortamin izotrop oldugu

kabul edilmistir. Bu durumda X ’ya ait argiimanlarin
somut olarak belirlenmesi icin invaryantlar teorisine
ait sonuglar kullaniimistir.  Ortamin anizotropisi
sadece mikro-bosluklardan kaynaklanmaktadir. Bu
yaklagima gbére X gerilme potansiyelinin formu
maddesel  koordinat  sisteminin  ful-ortogonal
transformasyon grubu altinda invaryant kalmalidir

(Spencer, 1971). Bu durumda =z asagidaki
kisitlamay1 saglamalidir:
5(c,z,8,6)=2(QcQ".QzQ".,QB,¢) (52)

Burada Q, maddesel koordinat sistemlerinin ful
ortogonal  transformasyonlarini  gdsterdiginden

ortogonal  bir matris  olup, Q'=QTsartini

saglamaktadir. Invaryantlar teorisine gore, bu
argumanlarin skaler bir fonksiyonu olan = ’nin, bu
argumanlara musterek invaryantlari vasitasi ile bagli
olmasi gerekir. Bu durumda, C, Z simetrik matrisleri
ile B vektoriinin birbirinden bagimsiz 16 adet
misterek invaryantlari asagidaki gibi belirlenmistir:

ly=trC, l,=trC?, 13=trC3, 1, =trZ , I =tr 22,
lg=trZ%,17 =By By, lg =By CnLE,
log=BnCnQCqLBLilio=Bn Zni B, (53)
l11=Bn ZNRZRLBL, 112=BnCng ZoL Bes
li3=trCZ, 1y =tr C>Z,115=Cno ZoL ZLN »

l16 =CngCoLZ LR ZRN

Z hasar tansort, A vektorinin kendi kendisi ile
tansorel  carpimi (7), olarak  secildiginden

lp=lg-l10, lis=14"l13 ve lig =14-114
yazilabilecegi gorilmektedir.
lisve g invaryantlar listesinden cikarilabilir.

Invaryantlarin  kendisini  olusturan  birimlerin
simetrik bir fonksiyonu olmasi geregine dayanarak,
yukarida hasar tansorli icin yaptigimiz bu kabul
teorinin genel sistematigini bozmaz. Bu durumda
serbest enerji fonksiyonumuz yukarida verilen
argumanlarin fonksiyonu olarak asagidaki sekilde
yazilabilir:

Bu sebepten, 144,

2=% (11,12, 13,14, 15.16, 17,15, 19, 110, 112, 113, 114) (54)

ikinci dereceden bir tansor olan Green deformasyon
tansoriniin asal invaryantlarinin

I=1.,1 :%(If—lz ),III:%(If—3I1I2+2I3) (55)

seklinde oldugu dikkate alinarak (53) ifadesindeki
(I, 15, l3) invaryantlar yerine, (55) ifadeleri ile
verilen asal invaryantlar kullanilabilir. Ortam
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stkismaz kabul edildiginden 111=1 olur. Bu durumda
T ’nin bagh oldugu invaryantlar, (53) ve (55)
ifadeleri yardimiyla asagidaki gibi verilebilir.

=2 (1,10,14,15, 16,110, 112, 113, 114 (56)
Ortam sikismaz oldugundan gerilmenin,
miknatislanmanin ve GEYDH’nin binye denklemi
asagidaki gibi ortaya konulmustur.

[o)>
TPQ_ pCpQ +25CPQ (57)
o0X
Mp=—— | 58
"5 (58)
o0X
= 59
PO 3Zpg (59)

(57)—(59) ifadelerindeki kismi trevler (56) ifadesini
dikkate alarak asagidaki gibi yazilabilir.

ox__ox ol & ol ox g
oCpq 01 0Cpg all 6Cpg dlg &Cpg (60)
& g & Ay E Oy 0T Oy
dlg 0Cpg 0l Cpg @ly3 0Cpg  dlyy Cpo
09X _0x dl; 0% 0Ol
o0Bg 0l; 9By 0dlg 0Bg (61)
0 0lg 0% 2l 0% Al
dlg 0By 0l 0By 0Ol 0Bg
ox oz dly ox  dls  ar g
= —_— et — ———
ox 6I10 % ol 0y ol 0% Oy

(53) ve (55) ifadeleri ile verilen invaryantlarin
sirasiyla Cpq, Bgr Ve Zpq Ya gore turevleri (60),
(61) ve (62) denklemlerinde yerine yazilir ve elde
edilen ifadeler (57), (58) ve (59) denklemlerine
tasinirsa; mekanik bir yiklemeye maruz, mikro-

bosluklu ve sikismaz olarak kabul edilen
manyetoelastik bir ortamdaki simetrik gerilme,
miknatislanma ve  GEYDH’na ait binye

denklemleri, maddesel koordinatlardaki bilesenleri
cinsinden asagidaki gibi elde edilmis olur.

jo5)

%(%Q)*%(CRR Spq ~Cro )+

s 2 (CprBrBg +Cor Bg Bp )+

fPQ=*PCF:é+2[
ox
olg (

W(BP Zgr BR)+8572

(63)

Bp Bo)
2p0)+

EH (CPR Zrq +Zpr CRQ) ]

Mg :—[2—BR +28—Z(CR|_B,_)

25—2(CRMCM LB, )+ 2;—1(ZRLB )+

0%
olip

(64)

(CRLZLM Bm +Bm Cwm LZLR)]

32 (ZPRZRQ) 0% o1 (BeBo)+ (65)

0z
oly,

0x

3 (CPRCRQ)

(BRCRPBQ )+;—(CPQ)

(63) denkleminde gbzliken Lagrange carpani p,
hidrostatik basing olarak bilinir ve alan denklemleri
ve sinir sartlari ile belirlenebilir. (63), (64) ve (65)
denklemlerinin daha somut seklini elde etmek icin
bu denklemlerdeki X ’nin invaryantlarina gore
tirevlerinin degerlendirilmesi gerekir. =’nin bagh
oldugu invaryantlar daha once (56) ifadesi ile
verilmis ancak bu invaryantlara nasil bagh oldugu
heniliz belirlenmemistir. =, bu invaryantlarin analitik
bir fonksiyonu ise, = ig¢in uygun bir polinom
secilebilir. = ’nin kaginci mertebeden bir polinomla
temsil edilecegi deformasyon  blyukliklerinin
olaydaki etkilesim paylarina kisacasi nonlineerlik
mertebelerine baglidir (Erdem ve ark., 2005a;
2005b; Korkmaz, 2001; Spencer, 1971).

I¢ enerji pozitif tanimh oldugundan bu polinomun
pozitif tanimli olmasi gerekir. Ayrica invaryantlarin
sirasinin = ’y1 etkilememesi i¢in bu polinomun
simetrik katsayili olmasi, yani kuadratik bir form
seklinde olmasi gerekir. Serbest enerji yogunlugu
fonksiyonu icin mevcut invaryantlar cinsinden bir

polinom secgilmesi durumunda asagidaki ifade
yazilabilir.
(66)

Z:Zaij Ii I] y aij:aji
]

(i,j=1,2,456,7,8,9,10,12,1314),

Bu ifadedeki a;; katsayilarinin hepsi, X parcacigina

ve ortamin ¢ sicakligina baglidir. (63), (64) ve (65)
ifadelerinde yer alan X’nin invaryantlara gore
tirevleri (66) polinom ac¢ilimindan faydalanarak
bulunabilir. (66) ifadesinin ihtiva ettigi invaryantlara
gére =’min kismi tdrevleri alinarak (63), (64) ve
(65) denkleminde yerine yazildiktan sonra
deformasyon tanséri C’nin birinci dereceden,
manyetik indlksiyon vektorii B ve hasar tansori
Z’nin ikinci dereceye kadar olan terimleri dikkate
alinirsa,
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Tpg=—PCpg +2[2a1:Crrdpq + 2814 Zrg Jpq +
2815Zr 21 ROpQ + 2217BrBRrApq +

28BRCRr BLOpq + 281 10 BR Zr L BL pq +

28112 BR Cri Z1Lm Bm Opq + 281,13 Cr Bir dpq +
28,48, CrrOpq + 28252 L Z M CrrROPQ +
287 By By Crr Opq + 28210BMmZm LBLCRR Fpq +
2874ZrrCpq — 2825Zr1LZLRCpPq -

28,7BrBRrCpq — 28310 Br ZrL BL Cpo-

285 Crg Bp Bq + 235 13Cr 1 Z R Bp Bg +

281 1,CrrBpZoN BN + 2812 13Cr1 ZLR Bp Zon By +

28113CrRr Zpg + 221313 CrL Z LR Zpgl (67)

Mg =-[ 4a; Cyy Br+4a713Cy Z y Br +
43y19Cn N Zrp Bp +4a1013CN L Zny Zrp Bp | (68)

Ypq =2a14 Crr Opq +2844 ZRR Opq +

2845 ZN L ZLN OpQ +2847 BRr Br dpq +

2848 Br CrLBL 0pq +28410 BRZR 1L BL 9pq +

28417 BRCRL Z v Bm Spq + 284 13CRr1L ZLR Opq +
4alSCRRZPQ +4ag;,Bg BRZPQ +4a588RCRLBLZPQ +
4a5190Br Zr Bl Zpg +48512 BRCrL Z M Zpo +
4a513Cr Z rZpg + 6316 Cyn Zpr ZRo +

6as7 BABNZprZRg +6268BRCRLBLZPRZRG +

28, 10CrrBp Bg+228y013 CRLZLr Bp Bg (69)

birinci  dereceden
sebebi, seramik

denklemleri bulunur. C’nin

etkilerinin  dikkate alinma
malzemelerde ortaya c¢ikan deformasyonlarin
infinitesimal olmasidir. Infinitesimal bir
deformasyonun karesi ihmal edilebilir bir etki olarak
dustnulmustur. Yukarida verilen (67), (68) ve (69)
denklemindeki katsayilar asagldaki gibi
tanimlanabilir.

y1=4811, 72 =4814, y3=4815, Y4 =497, 75 = 4ag,
Ye=4ay10, 77 =412, 78 =48113, Y9 =4824,

710 =485, 711=487, 712 =482 10, 713 =435 13 »
714=4812 13, /15 =4813 13, 41 =4a17, 1o =48713,
M3 =48y 10, 4 =4810 13, 5152844, =20ys5,
§3=2ay7,54=2ay8,55=284 10, $6=284 12
$7=2a413,5g=4a57,5g=4a5g, 510 =445 19,
$11=4a51,,$1p=48513,$13=6a16,514=63a57,

$15=6agg (70)

Simetrik gerilme tansorii, miknatislanma ve
GEYDH’na ait binye denklemleri maddesel
koordinatlarda asagidaki gibi ifade edilebilir:

fPQ:_pC;D_(lg+71CRR§PQ+ 72 ZRrR Opg +
73ZRLZL R Spg+ 7aBrBrpg +

75 BRCrL BL Opg + 76 BR ZrL BL Opg +
77BRCRLZ N BN Opg + 78 CrL Z1R Spg +
79ZLLCrROp+ 710ZNLZLN CRROPg +
711BLBLCRrrOpg + 712 BNZNLBLCrROpo +
79ZrrCpq — 710ZrLZLRCpo — 711BRBRCpg —
712BRZRrL BLCpg- 75CrrBp B+
713CrLZLrBp By + 77CrrBp Zgn By +
714CrLZLrBpZgn BN+ 78CRrR Zpg +

715CRLZLR ZPOQ (71)
Mg=—[ #1CxnBr+uCyn 1 Zyy Br+
#3Cn N Zrp Bp+14Cn L ZLn Zrp Bp | (72)

Ypo :%72CRR6PQ +&1ZgRropo +62 ZNLZINDPQ +
$3BrBRrOpg +84 BRCRILBL Opg +65BrZRLBLIpg +
6 BRCRLZLN BN Opo+ $7CRLZLR Spo +
73CrrZpq +$8BrBrZpg +$9 BRCrL BL Hpg +
$10BrZrL BL Zpg +$11 BRCRrLZLN Zpg +
$12CrLZLrZpo + $13CnN Zpr Zro +

$14 BN By Zpr Zrg +815 BRCr BL Zpr ZRo +

1 1
576 CrRRBp B+ 544 CrLZ1r Bp Bg (73)

(45) denklemi dikkate alindigl zaman asimetrik
toplam gerilme tansorii de asagidaki gibi ifade
edilebilir.

TPQ=—PCP%+71CRR5PQ+ 72ZRrr Opg +
73ZRLZLRrOpg + 7aBrBrpg +

75 BRCrLBLOpg+ 76BrZrLBLpg+
77BRCRLZLN BN Spg+ 78 CrL Z 1R Spg +
79ZLLCrROPQ+ 710ZNLZLN CRROpPQ +
711BLBLCRrrOpg + 712 BNZNLBLCrrOpo +
79ZrRrCpq — 710ZrLZLRCPq — 711BrBrCpg -
712BRZRrL BLCpg- 75Crr Bp B +
713CrLZLrBpBg+ 77CrrBp Zgn By +
714CrLZ rBpZgon BN+ 78CRrR Zpg +
715CrLZLRZPQ + [ #1CnN Bp+uyCyn Zyy Bp+
#3CNN Zpr Br+ 44 CnL Zin Zpr Br JEs Cs_é (74)
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4. SONUCLAR

Gerilmenin, miknatislanmanin  ve GEYDH’nin
biinye denklemleri, (71), (72) ve (73) denklemleri ile
verilmigtir.  Son olarak, (45) ifadesi dikkate
alindiginda asimetrik bir formda ortaya ¢ikan toplam
gerilme (74) denklemi ile ifade edilmistir. Bu biinye
denklemleri uygun lineerlestirme islemleri ile daha
basit formlara da donusturdlebilir.

Simetrik gerilme binye denklemi (71)’de yer alan
terimlere  baktigimizda; ilk terim sikismazlik
kabulinden  kaynaklanmaktadir.  ikinci  terim
deformasyon tansoriinin lineer etkisinden, dg¢tinci
terim hasar tansoriinin lineer etkisinden, 4. terim
hasar tansoriniin nonlineer etkisinden
kaynaklanmaktadir. 5. terim manyetik indiksiyon
alaninin  karesini  icermekte olup bu etki
manyetostriksiyon adini alir. Manyetostriksiyon
karesel (ikinci mertebeden) bir etki oldugundan
manyetik indiiksiyon vektoriinin yo6nine bagl
degildir. Lineer etkilesimler dikkate alindiginda bu
etki gozlenmez. Manyetik indiiksiyon giddetinin ¢ok
kiclk oldugu durumlarda ise ihmal edilebilir. 6.
terim ve ondan sonraki terimler kapil (birlesik)
etkilesimleri gostermektedir. 6, 12, 16 ve 18.
terimler manyetik indiksiyon vektoriiniin nonlineer
deformasyon tansoriiniin lineer etkilesimlerinden, 7.
terim manyetik indiksiyon vektoriinin nonlineer
hasar tansoriinin lineer etkilesimlerinden, 8, 13, 17,
19 ve 20. terimler manyetik indiksiyonun nonlineer
hasar ve deformasyon tansérinin ise lineer
etkilesiminden kaynaklanmakta  olup  0cli
etkilesimleri ifade eder. 9, 10, 14 ve 22. terimler
deformasyon ve hasar tansorlerinin  lineer
etkilesiminden, 11, 13 wve 25. terimler ise
deformasyon tansoriinin lineer hasar tansérunin ise
nonlineer etkilesimlerinden kaynaklanan terimlerdir.
21. terim hasar tansoriiniin ve manyetik induksiyon
vektériniin - nonlineer deformasyon tansoriinin
lineer etkilesimlerinden kaynaklanan bir terim olup
Uclu etkilesimlere ilging bir 6rnektir.

Miknatislanma denklemine (72) baktigimiz zaman
ise bltln terimlerde manyetik indiksiyon vektori
birinci dereceden yer almakta olup
manyetostriksiyon etkinin miknatislanmaya katkisi
gOzikmemektedir.  Birinci  terim  deformasyon
tansori ve manyetik induksiyon vektoriinun lineer
etkilesiminden, ikinci ve Gglncl terim Ggll
etkilesimlerden olup deformasyon ve hasar tansor
ile  manyetik indiksiyon vektdriinin  lineer
etkilesiminden, son terim ise hasar tansérinin
nonlineer deformasyon ve manyetik indiksiyon
vektdrunilin lineer etkilesiminin bir sonucudur.

GEYDH’nin biunye denklemi (73)’de ilk terim
deformasyon tansoruniin lineer etkisinden, ikinci
terim hasar tansoriiniin lineer etkisinden, dgtinci
terim ise hasar tansériniin nonlineer etkisinden
kaynaklanmaktadir. 4. terim manyetostriksiyon
katkisini gostermektedir. 5 ve 18. terimler manyetik
indlksiyon vektorinin nonlineer deformasyon
tansoriinin lineer etkilesiminden, 6 ve 10. terimler
manyetik indlksiyon vektdriinin nonlineer hasar
tansoriinln lineer etkilesimlerinden, 7, 11 ve 19.
terimler manyetik indiiksiyon vektorinin lineer
hasar ve deformasyon tansorlerinin  lineer
etkilesimlerinden kaynaklanan terimleri ifade eder. 8
ve 9. terimler hasar ve deformasyon tansorlerinin
lineer etkilesimlerini, 12 ve 16. terimler manyetik
induksiyon vektoru ve hasar tanséruniin nonlineer
etkilesimlerini, 14 ve 15. terimler deformasyon
tansdruniin  lineer hasar tansérunin nonlineer
etkilegsimlerini  gosterir.  13. terim  manyetik
induksiyon vektoruniin ve deformasyon tansoriniin
lineer hasar tansoriintin nonlineer etkilesimini ve 17.
terim ise deformasyon tansoriintin lineer manyetik
indliksiyon vektori ve hasar tansorinin nonlineer
etkilesimini temsil etmektedir. Benzer milahazalar
toplam gerilme tansori (74) icin de yapilabilir.
Binye denklemlerinde ortaya c¢ikan katsayilarin

belirlenmesi,  gelistirilen  analitik ~ modellerin
dogrulugunun  onaylanmasi  ve  eksikliklerin
giderilmesi icin kapsamh deneysel calismalara

intiyag vardir. Dogrulugu onaylanmis deneysel
parametreler elde edildikten sonra, sonlu elemanlar
gibi sayisal yontemler yardimiyla bu konu daha
detayli olarak incelenebilir.
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