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OZET

Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodu (GDQM); fen ve mihendislik alanindaki diferansiyel
denklemlerin direk ¢6zimd icin gelistirilmis alternatif bir metottur. Bu ¢calismada, GDQM’nin yeni bir versiyonu
olan DQEM ile kiris elemanlarin titresim analizleri yapilmistir. Bu metotta fiziksel sistem birden fazla parcaya
bolinebilmektedir. DQEM ile titresim analizi yapilirken ayrica bir kiitle matrisine ihtiya¢ duyulmamaktadir.
Metot daha once gelistirilmis olan GDQM’nin sagladigl tim avantajlari kullanmakla birlikte programlama
kolayhgi ve hesaplama suresinin kisaligi ile etkinlik saglamaktadir. Metot detayli olarak ele alinmis, verilen
sayisal drneklerle elde edilen sonuclarin, 6nceki calismalarla uyumlu oldugu gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler : Diferansiyel quadrature eleman metodu, Kiris elemanlar, Titresim analizi

APPLICATION OF THE DIFFERENTIAL QUADRATURE ELEMENT METHOD
(DQEM) TO VIBRATION ANALYSIS OF BEAM ELEMENTS

ABSTRACT

The Generalized Differential Quadrature Method (GDQM) is an alternative method direct solution of differential
equations on the field of engineering and science. In this study, DQEM which is a new version of GDQM, is
presented and applied to vibration analysis of beam elements. In this method, a physical system can be divided
into more than one element and no need mass matrix to calculate the natural frequencies of beams. The method
has all of the advantages of GDQM and is an effective method with the easy programmability and short
computational time. The method considered in details and with the given numerical examples, it is shown that
the result are in good agreement with the previous studies.

Key Words : Differential quadrature element method, Beam elements, Vibration analysis
1. GIRIS verebilmesidir. DQEM bu sartlarin hepsini birden

Uzerinde toplamistir. Metot az sayidaki islem
sirasiyla, serbest ve zorlamali durumdaki kirislerin

Miihendislik problemlerinde, yapi elemanlarinin titresim  analizini  ylksek dogruluk oraniyla
titresim analizi icin bircok metot gelistirilmistir. Bu cozebilmistir. Ayrica DQEM’nin genel ozelligi
metotlar genellikle iyi sonuglar verir. Ancak bir olarak diiglim noktalarinin esit alinma zorunlulugu
problemin ¢6ziimiinde g6z éniinde tutulmasi gereken yoktur.  GDQ  (Genellestirilmis  Diferansiyel
tek sart, dogru sonug vermesi degil ayni zamanda Quadrature)’da  sistemin  bir eleman  olmasi
kullaniminin ~ kolay olmasi ve hizli yanit zorunluydu (Jang, 1987; Bert et al., 1988; Du et al.,

193



Diferansiyel Quadrature Eleman Metodu (DQEM)’nun Kiris Elemanlarin Titregim Analizine Uygulanmasi, Z. Girgin, E. Demir, C. Kol

1994). Ancak, bu metotta ¢dzim igin bdyle bir sart
gerekli degildir. Ayrica Quadrature Eleman Metodu
(QEM)’de oldugu gibi dugliim noktalari yaklastirma
teknigi  kullanilmadigindan bu zorluk ortadan
kaldirilmigtir (Striz et al., 1994; Striz et al., 1997;
Chen et al., 2000). DQEM yapi problemlerinin
titresim analizinde kullanilan alternatif bir metottur.

2. DQEM'DE KIiRI$ ELEMANLAR ICIN
TITRESIM FORMULASYONU

DQ metodunun dnceki versiyonu olan DQM’de, bir
boyutlu problemler i¢in ¢ézim fonksiyonu v(x);

N
V() =D L)V, (1)
=1

olarak alinmigtt (William, 1979). (1) numaral
denklemde N, hesaplama yapilacak olan elemanin,
dis noktalarinin toplam sayisi, lj(x), Lagrange
interpolasyon fonksiyonu ve vj;, ] noktasindaki
¢oziim fonksiyonudur. Cozim fonksiyonunun i.
diigim noktasinda k. dereceden tirevi ise;

N n
k k
j=L j=L

(i=12,...,N)

O]

seklinde ifade edilmistir (Wang, Gu, 1997).
Denklem (2)’deki E, agirlik katsayilari olarak ifade
edilmistir. Ancak bu ¢6zum fonksiyonu, ¢ok boyutlu
problemlerin sinir sartlarina uygulanirken yanls ve
elverigsiz  sonuglar  vermektedir. Bunun igin
dorduncti  dereceden diferansiyel denklem igin
¢cozim fonksiyonu asagidaki sekilde gbdz ©nine
alinabilir (Wang and Gu, 1997).

N+1

V(X) = D0V gy +hy (Vg +
j=3

+h (X)vi +hy (X)Vi

®)

Denklem (3)’deki N, hesaplama yapilacak olan
elemanin, dig noktalarini  da igeren digim
noktalarinin  toplam  sayisi, Ij(x), Lagrange

fonksiyonu ve vj, j noktasindaki ¢6zum

fonksiyonudur. vivevy 1. ve N. Digim
noktalarindaki  ¢dziim  fonksiyonlarinin  birinci
dereceden tirevleridir (Jang et al., 1989). Cézim

fonksiyonunun i. digim noktasinda k. dereceden
tlrevi ise;

N+1

k k
V() = D09 (X)) Vg + 0L ) vy +
j=3

4)

N+2
k ’ k '
+h(2 )(Xl)Vl +h$\p)rz XNV = inij
i

olarak elde edilir (Wang and Gu, 1997). Denklem
(4)’de gobsterilen E ifadesi daha 6nce ifad edildigi
gibi k. dereceden turevi alinmis agirhk
katsayilaridir.

Bernoilli-Euler Kirisi icin, kiglk deformasyonlarda
sistemi ifade eden diferansiyel denklem ve denge

denklemleri asagidaki bicimde ifade edilebilir
(William, 1979).
4 3
By _q00; B9V — Q)
dx* dx?
©)

d2
Eldx—‘2’= M(x) (xe[o,L)

Denklem (5)’de ifade edilen E, I, g(x), Q(x), M(x)
sirastyla elastisitemodili, z eksenine gore Kesit
atalet momenti, yayih yUk, enine kesme kuvveti ve
egilme momentidir.

Sekil 1’de, 3 dugim noktali bir DQ Kkiris elemani

gorilmektedir. Denklem (5)’e DQEM
uygulandiginda;
5 5
Qu=>.Cydji My =->Byd;;
j=1 j=1
5 5
q2:zD3j8j; Qs :‘Zc4j5j; (6)
j=1 j=1

5
Mj =D By,
=L

denklemleri elde edilir (Chen, 1994). Denklem
(6)’daki Bj;, Cij, ve Dj sirastyla ikinci, uglincii ve
dordiincli dereceden turevlerin agirlik katsayilaridir.
Ayrica;

{5}=[V1 ViV, Vg V%]T

()

olarak elde edilir (Wang and Gu, 1997).
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q M,
Ml(\l bbb b Y
Qq L Q;

Sekil 1. Ug duigiim noktali DQEM Kiris elemani

Denklem (6) matris bigciminde yazildiginda;

[<Jio} = {F}

elde edilir. Denklem (7)’deki {F};

(8)
Fl=lor M AR, pA0 . pAcPiyg Qy My)  (9)

seklindedir (Wang, Gu, 1997). Elde edilen kitle
katsayllart;

P I RN

biciminde diizenlenir. Denklem (9)’da verilen e ve i
harfleri sirasiyla iki u¢ noktayr ve tim i¢ noktalar
ifade etmektedir. Denklem (9);

[Kee {Se}"'[Kei ]{Si}: {Fe}

[Kie ]{5e }+ [Kii ]{5i } = pAn’ {5i }

(10)

(11)
(12)

olarak ta yazilabilir. Denklem (10) ve (11) den {5}
degeri cekildiginde;
{Se } = [Kee ]_1 ({Fe }_ [K ei ]{6i })

olarak bulunabilir. Ayrica Denklem (12), Denklem
(11)’de yerine yazildiginda genel denklem;

([Kii |- [Kie IKee | 'K ]){Si f=

= pA(’)Z {Si }_ [Kie ][Kee ]_1 {Fe}

(13)

(14)

biciminde elde edilir. Kiriglerin serbest titresim
analizinde,  [Kj, [Kee | *{F.}  ifadesi  genel
denklemde yer almaz (Thomson, 1993) Bunun
nedeni, genel kuvvetlerin sifir olmasindan veya

genel yer degistirmelerin sifir olmasindan dolayi
elimine edilmesindendir. Cesitli sinir kosullarindaki

kirigler icin frekanslar asagidaki bicimde elde
edilebilir.

[— Aw’l* —2

Ko} =222 o) =0" ) (19)
Denklem (14) ile elde edilen sonuglar analitik
yontemlerle elde edilen sonuglar  analitik
yontemlerle elde edilen sonuglar ile tam uyum
saglamistir.  Ancak  sonuclarin  tam  uygun

¢ikabilmesi icin elemandaki diigim sayisinin en az
doku diglmli olarak alinmasi gerekir. Ayrica
Sekil 1’de verilen 3 diigim noktah kirig eleman icin
[K] matrisi, Denklem (6) ve Denklem (7)’den
asagldaki bicimde elde edilebilir.

Cu G2 CG3 Gy G
i Bj1 -Bi2 -Biz -Big -Bys
[K]=—=| D1 Dz D3z Das Dss (16)
—C41 —-Cygp -Cy43 —Cyg —Cys
Bax Bsax Bsz B By

3. UYGULAMALAR

3. 1. Uniform Dagihimli Dugum Noktalarina
Sahip Kirig Elemanlar

Sekil 2’deki gibi dizgiun olarak dagilmis dokuz,
on bir ve on U¢ digum noktasina sahip Kiris
elemanlarin  degisik sinir  kosullarindaki dogal
frekanslarinin  DQEM ile ve analitik olarak
¢cozulmus sonuglari, sirasiyla asagida verilmistir.

Sekil 2. Uniform dagihmh 9 diigiim noktasina sahip
kiris eleman

Tablo 1. C-F Kirisine Ait Dogal Frekans Degerleri

N=9 N=11 N=13
QDEM | 3.5160098 | 3.5161958 | 3.5449920
GDQ | 3.5172413 | 3.5160033 | 3.5160153
Tablo 2. C-C Kirisine Ait Dogal Frekans Degerleri
N=9 N=11 N=13
QDEM | 22.373457 | 22.373282 | 22.373282
GDQ 22.352922 | 22.374209 | 22.373270
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Tablo 3. C-SS Kirisine Ait Dogal Frekans Degerleri

N=9 N=11 N=13
QDEM | 15.418130 | 15.418209 | 15.418844
GDQ 15.415890 | 15.417999 | 15.418207
Tablo 4. SS-SS Kirigine Ait Dogal Frekans
Degerleri
N=9 N=11 N=13
QDEM | 9.8696198 | 9.8696041 | 9.8696430
GDQ | 9.8669445 | 9.8696525 | 9.8696038

3. 2. Uniform Dagilimh Olmayan Dugim
Noktalarina Sahip Kirig Elemanlar

Sekil 3’deki gibi dizgin olarak dagilmamis ve & =
0.01 birim olan dokuz, on bir ve on l¢ digim
noktasina sahip kiris elemanlarin degisik sinir
kosullarindaki dogal frekanslarinin DQEM ile ve
analitik olarak ¢6zulmus sonuglari, sirasiyla asagida
verilmistir.

Sekil 3. Uniform dagihimli olmayan 9 dugiim
noktasina sahip Kirig eleman

Tablo 1. C-F Kirigine Ait Dogal Frekans Degerleri

N=9 N=11 N=13
QDEM | 3.5160338 | 3.5163743 | 3.5068361
GDQ 3.5172413 | 3.5160033 | 3.5160153

Tablo 2. C-C Kirisine Ait Dogal Frekans Degerleri

N=9 N=11 N=13
QDEM | 22.373242 | 22.373285 | 22.373285
GDQ 22.352922 | 22.374209 | 22.373270
Tablo 3. C-SS Kirisine Ait Dogal Frekans Degerleri
N=9 N=11 N=13
QDEM | 15.418238 | 15.418203 | 15.418415
GDQ 15.415890 | 15.417999 | 15.418207

Tablo 4.SS-SS Kirigine Ait Dogal Frekans Degerleri

N=9 N=11 N=13
QDEM | 9.8695966 | 9.8695980 | 9.8697003
GDQ 9.8669445 | 9.8696525 | 9.8696038

4. EKLER

4. 1. Kirig Elemana Ait Direngenlik Matrisleri

Ug diigiim noktali ve digiim noktalarinin koordinati
[0, L/2, L] olan kiris elemana ait [k] direngenlik
matrisi;

108L 3012 -192L 84L —18L2
2212 8% -322 1012 -28
1
[k]ZF _192 —48L 384 192  48L (17)
84L 182 -192L 108L —30L?
102 —21% 3212 2212 aL®
Dort digim noktah ve digim noktalarinin
koordinati
[ 969L g2 LTI 1215l 483l 2 ]
2 2 2 2
LU g8 g2 B 52 58
2 2
[oL|-828 -144L w8 -o72 342 6L (18)
4| 342 3L 972 1458 828  144L
4L o 12050 170 9L oo
2 2 2 2
1512 23 - % g2 - % 13,3

Bes dugim noktali ve digim noktalarinin koordinati
[0, L/4, L/2, 3L/4, L] olan kiris elemana ait [K]
direngenlik matrisi;

a2l oo B L A0%L 1S2L o2
°) 3 *2 2 %
o? s sia? o s el 3
N 3 o 3
7% ~30L 4096 2304 % —64 0 (19)
o] 3008 g me gl 38
R 2048 s o
I T
2L o 40%L L, B2l ML oo
S 2 32 32 : 2 3
o2 3 s o sa? g2 sel
3 9 3 9 3

Dokuz diigim noktali ve dugim noktalarinin
koordinati [0, L/8, L/4, 3L/8, L/2, 5L/8, 3L/4, 7L/8,
1] olan kiris elemana ait [k] direngenlik matrisi;

2800141 47707 776401L 335872L

L _leso0L 1023090

145207L _ 4s66L
a7

;o sraalt ML el gioalt
5 9 49 3

440220 189531 222735 69559 25708

w62l

11200%

11475 206

41042 12506L 88601 108527 337110 99104 11038 1702 33668 26955
13 105 6 3 7 3 1 9 a3 86
166016 937803 372645 145160 64733

(20)

3 23
99104 337119 108527  88GUL 41042

3

B 30316 82103 _6us4 20389 50027 B

9 105 5 6 7 3 5 i 2 10 i

69550  2570BL 202736 180531 440229 360416 32847 49609 562575
3

69696L  ~76750L
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