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OZET

Sonlu bir Markov zinciri P olasilik matris ile ifade edilebildigi gibi birlestirilmis, yonlendirilmis ve
agirhiklandirilmig bir grafla da (bu graflar olasiliksal graflar olarak bilinir) gosterilebilir. Markov zincirinin
durum uzayinin eleman sayisinin bilyik oldugu durumlarda, bu uzay hemen hemen esit sayida duruma sahip g
tane alt uzaya ayrilip, her bir alt uzayda hesaplamalari ayri ayri yapilip, sonug bunlardan elde edilir. Bu distince
bilgisayar bilimlerinde paralel hesaplama olarak bilinmektedir. Boyle bir hesaplamanin uygulanmasinda énemli
olan etkin ve kolay uygulanabilen bir yontemin verilmesidir. Bu ¢alismada bir sonlu Markov zinciri olasiliksal
bir graf olarak ele alinmig ve katlanabilir graflara ait bilgilerin yardimiyla kendisinden daha kigik boyutlu alt
uzaylara ayrilmigtir. Ayricayontemin bir algoritmas verilmistir.

Anahtar Kelimeler : Sonlu markov zincirleri, Y dnlendirilmis graf, Graf parcalanisi
COLLAPSIBILICATION OF A FINITE MARKOV CHAIN BY GRAPHS

ABSTRACT

A finite Markov chain is presented by a P probability matrix, and it is represented by a connected, directed and
weighted graph. When the state space of Markov chain is of large dimension, this space is divided into
subspaces those have roughly same number states. The main solution is founded from the solutions in these
subspaces. It is known that parallel computation in computer sciences. It isimportant to find a procedure which
gives that operation which mentioned above. In this work, a finite Markov chain is considered a probabilistic
graph and it is partitioned to its subspaces by using the knowledges of collapsible graphs. An algorithm of the
procedure is given.

Key Words : Finite markov chains, Directed graphs, Graph partitioning

1. GiRi§ cozimii elde etmedeki esas sorun, at uzaylara
ayirmay1 saglatan etkin bir yontemi segebilmektir.

Uygulamal1 bilimlerde bir sistemin durum uzayinin

boyutunun bilyik oldugu halerde islem yapmak zor
ve zaman alcidir. Boyle durumlarda durum uzayini
belirli kosullar saglayan alt uzaylara ayirip, her bir
at uzayda c¢ozumleri bulduktan sonra bu
¢OzUmlerden hareketle problemin ¢ézimiine varmak
bilgisayar bilimlerinde paralel hesaplama adini alir.
Kuctk boyutlu at uzaylarin her birini farkli birer
islemcide calistirmak yoluyla problemin ¢ozimune
varmak veri ve zaman tasarrufu saglar. Bu sekilde
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Simetrik, sparse (sifir elemanlar ¢ok) bir dogrusal
denklem sisteminin katsayilar matrisinin (denklem
sisteminin bagimsiz degiskenlerine) parcalanmasi,
katsayilar matrisini agirliklar matrisi kabul eden bir
grafi parcalarina ayirmak olarak €ele ainmistir
(Karpis ve Kumar 1996-a, b). Graf parcaanisi;
hassas bilimsel hesaplamalar, cografi bilgi islem
sistemleri, gorev dagihmi problemleri ve yoneylem
arastirmasl gibi uygulama alanlari olan énemli bir



Sonlu Markov Zincirinin Graflarla Katlanisi, S. Dindar, P. Dindar

problemdir. Burada ilk disinulen bir grafin tepeler
kimesini herbiri hemen hemen esit sayida tepe
iceren g tane at kimeye ayirmaktir. Ayrica bdyle
bir parcalamay! yaparken at kiumeleri birbirine
baglayan ayrit sayilsinin . minimum  olmasi
hedeflenmektedir.

Eger dogrusal denklem sisteminin katsayilar matrisi
simetrik  degilse  benzeri bir  y6ntemin
uygulanabilecegi bu calismadaki temel distncedir.
Simetrik  olmayan katsayilar matrisine  sahip
dogrusal denklem sistemleriyle sonlu markov
zincirlerinde karsilasilmaktadir. Tepeler kimes V,
ayrittar kiimesi E olan bir G = (V,E) grafi ve
Uzerinde bir P olasilik dagilimi verildiginde; V
tepeler kimesinin elemanlari durum uzayini, E
ayritlar kiimesinin elemanlari bir durumdan baska
bir duruma gecisi ve p; de vi, v; € V igin v
durumundan v; durumuna gecis  olasiligini
gosterecek  sekilde disundlurse  bir  Markov
Zincirinin - durum uzayinin, bilesimleri  durum
uzayini veren ayrik at uzaylarina ayrilmasidir.
Boyle bir ayrisgimda temel hedefler; her at uzayin
hemen hemen esit sayida durum icermesi, alt uzaylar
arasindaki gecis ayritlarl sayisinin minimizasyonu
ve her at wuzaydaki olasilik dagiliminin
maksimizasyonu (kesim olasiliklarinin
minimizasyonu)dur.

P olasilik dagilimina sahip bir probabilistik G
grafinin n. kuvvet grafinda P olasihiginin G™*
grafindaki olasiliklarin ¢arpimlarinin toplami olarak
ifade edilebilecegi gosterilmistir (Marton, 1993).
Katlanabilir graf tanimi, bir grafin katlanabilirlik
kosullari ve  katlanabilir graflarin  eslemelerle
iliskisine ait sonuglar bilinmektedir (Chen ve Lai
1993).

Bu calismada bir sonlu Markov zincirine 6zdesglenen
birlestirilmis, yonlendirilmis ve agirliklandiriimig
bir grafin parcalarina ayrilmasi islemi Chen ve Lai
(1993); Marton (1993) ve Karpis ve Kumar (1996-b)
de verilen tanim ve sonuclari kullanarak yapilmaya

calisiimigtir. Y 6ntemin etkin bir algoritmas
verilmistir.

2. YONTEM
Bu boélimde gerekli tanim ve teoremlere yer
verilmistir.
2.1. Tanim

Bir fiziksel sistemin verilmis bir durumunun t,
anindaki bilinmeyen davranisi, énceki t; anindaki
bilinen davranisina olasilik yasalari ile bagli ise bu
sisteme Markov sireci denir. Zamanin ayrik

surecinde gozlenmis bir fiziksel sistem ele ainsin.
Ardisik gézlemler Xo, X1, ..., X, ile gosterilsin. X,
rasgele degisken olsun. x,nin degeri fiziksel
sistemin n. zamandaki durumunu gosterir. Eger X,
ayrik rasgele degisken iken; m > 2 tam sayisl icin
nl< n2 <...< nm kimesinde Xn1, Xn2y.-.; Xnm-1
bilinen degerleri icin Xpm kosullu dagilimi en son
bilinen Xnm-1 degerine bagl ise {x,} dizis bir
Markov zinciri adini alir (Parzen, 1962).

2. 2. Tanim

{0,4,2,..n} durum uzayli {Xn} Markov zincirinin
olasilik gecis matrisi,
LL ”'|1 . Py Paz j'un;ll

1 ¥, . "
P P Pz Pin

- ' @)

ile gosterilir.
Burada p; = 0 timi,jicin
Zpj = 1 tim i’ler icin (Kemeny, 1965;
Parzen, 1962).
2. 3. Teorem

X; durumundan x; durumuna tek adimda gecis
olasiligl p; olan bir zincirde x; durumundan X;
durumuna x, durumlarindan gegerek iki adimda
varmaolasiligl bu olasilik b ile gosterilirse;

bij= Pij+2 Pik Pyj'dir (Kemeny ve Snell, 1965). (2)

Burada S Markov zincirinin  durum uzayini
gostermektedir.

2. 4. Chapman-Kolmogorov Esitligi
Elemanlari n-adim gegis olasiliklari olan matrisi,

PO =[p; @7 ilegosterilsin,

Teorem 2.1 in tekrarli uygulamalari ile

pi @ =2 p ™ * py edeedilir.
Xk €S

Kisaca P = P" ile gosterilir. Ayrica matrislerin
ozeliginden P™ = P" *P dir (Parzen, 1962;
Marton, 1993).
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2. 5. Teorem

Bir Markov zincirinin durum uzayr S kimesi,
durumlarin sonlu sayidaki ayrik alt kimelerinin
bilesimi olarak S = C;uCyU...uC, biciminde
yazilabilir. Burada CGNC; = & dir ve herbir C, ya
iletisim halindeki durumlarin bir kimesi ya da
doénusiimstiz tek bir durum icerir (Parzen, 1962).

2.6. Tanim
V tepeler kimesinin her tepe ciftini E ayntlar

kimesinin bir elemanina gétiren her dénusiime bir
graf denir. Bir graf G = (V, E) ile gosterilir

(Chartrand ve Lesniak 1986).
2.7. Tanim
Bir G grafi icin V; <V ve EicE ile tanimli

H = (V,, E) grafina G grafinin bir at grafi adi
verilir. Vo =V ise bu alt grafa dalanmis alt graf
denir (Chartrand ve Lesniak, 1986).

2.8.Tanim

G = (V, E) tepeler kimes V, V'nin boyutu n ve
ayritlar kimesi E olan bir graf olsun. G'nin tepeler
kimesi V'ninVy, V,, ...,Vq biciminde q parcaya:
Vi NV, = (i4)

i) [Vil=n/g
i) V=V
iv) V; yi V; ye birlestiren ayritlarin sayisi

minimum
kosullari atinda ayrilmasina G grafinin parcalanisi
denir (Karpis ve ark., 1994; Karpis ve Kumar,
1996-a, b).

3. SONLU MARKOV ZINCIRININ
GRAFI

Bir Markov zincirinin durum uzayi bir G grafinin V
tepeler kiimesine, durumlar arasi bir adimlik gegisler
G grafinin E ayritlar kiimesine ve bir durumdan
diger bir duruma gegis olasiligi ilgili ayritin
agirhgina karsl getirildiginde bir sonlu Markov
zinciri yonlendirilmis, birlestirilmis ve
agirhiklandirilmis bir graf olarak ifade edilir. Boyle
bir islem sonucunda sonlu Markov zincirininin ayrik

parcaanisini - bulma  problemi,  birlestirilmis,
yonlendirilmis  ve agirliklandirilmis  bir  grafin
baslangic ve  bitis  noktalari  sabitlenmis

iletisimlerinin Tanim 2. 8'de verildigi bicimde
parcalarina ayrilmasi problemine donisir. Sozi
edilen distince altinda bir G grafi bundan boyle G =
(X, E) olarak kullanilacaktir.

Markov zincirinin olasilik gegis matrisinde her satir
G grafinin bir x; tepes olarak ve p; degeri X;
tepesinden x;  tepesine giden ayritin agirligi olarak
alindiginda olasilik gegis matris de bir graf olarak
ifade edilmis olur. Bu islemle olasilik gecis matridli
graf, katlanarak  parcalarina  ayrilmis  olur.
Katlanabilir graf tanimi ilk kez Chen ve Lai (1993)
calismasinda verilmistir.

3.1. Tanim

Bir G grafinin bir x; tepesine bitisik tepelerin
sayisinax; tepesinin dereces denir.

3. 2. Tanim

Bir G = (X, E) grafi i¢in, 6(G) ile G grafinin tek
dereceden tepeleri gosterildiginde; E; cE icin G/E;
buzulmesi, E; icindeki her bir ayritin ug tepelerinin
bir tepe olarak dusintlerek bu ayritlarin silinmesi
ile tanimlanir(Chen ve Lai 1993). Eger H; G grafinin
bir alt grafi ise G/H(E) kisaca G/H ile gosterilir.

3. 3. Tanim

Bir G = (X, E) grafinin ¢ift sayida tepeli her R <X
alt kimesi icin,

O(Hr ) = R olan bir dallanmis, birlestirilmis H alt
grafi varsa G grafina katlanabilir graf adi verilir
(Chen ve Lai 1993).

3. 4. Tanim

Bir G grafinda, maximal katlanabilir H; at graflar
icin G/UE(H;) grafina G grafinin indirgenmisi denir
(ChenveLai, 1993).

3.5. Tanim

Bir G grafinda grafin tim tepelerini iceren cevresiz
at grafa, grafin bir dalanmis agact adi verilir
(Chartrand ve Lesniak, 1986).

3. 6. Teorem

Eger bir G grafi iki tane ayrik ayntli dallanmis agaca
sahipse, G katlanabilir bir graftir (Chen ve Lai
1993).

Teorem 3. 6'ya gore bir G grafinin katlanabilir
olmasi icin iki tane ayrik ayrith dallanmig agacinin
var oldugunu gostermek yeterlidir. Bir G grafinin
dallanmig agaclarini bulan basit bir algoritma 4. ci
boélimde verilmistir.
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4. SONLU MARKOV ZINCIRININ
GRAFLA KATLANISI

Burada n tepeli yonlendirilmis, birlestirilmis ve
agirhiklandirilmig bir G = (X, E) grafinin sabitlesmis
iki tepesi x4 ve Xy olsun. Grafin X tepeler kimesi g
tane,
(@ Xq=IXg=..~IXq= n/q tane tepe iceren kimeye
ayrilmak istenmektedir. ~ isareti hemen hemen
esit anlaminda kullaniimistir.  Boéyle bir
ayrimda;

XinX; =< olmaidir.

G =(XuE1 ), G~(X2E),... G&=(XqEq )
graflart G nin at graflaridir.

Herbir G icindeki iletisimin olasilig
maksimum olmalidir. (Bu kosul her G; ile G
arasindaki  kesm  ayritlarinin minimum
olasilikta olmasi demektir).

(b)
(©

(d)

Bu sekilde ayrisimi saglayan bir algoritma, iki
algoritmanin ardarda uygulanmasi ile sonuca varir.

1) Teorem Il. 1'e gore grafin katlanabilirligini
gosteren ayrik ayrith  iki dallanmis agacin
bulunmas.

2) Graf katlanabilirse katlamanin yapiimasi.

4. 1. Bir Grafin Dallanmig Bir Agacinin
Bulunmasi

G = (X, E) grafinin bir dallanmis agacinin
bulunmasi  asagidaki  basit  agoritma ile
gerceklestirilebilir.

(@
(b)

Bir e; ayriti sec.

Eger e,e,....6 ayritlan secilmisse, G icinde
€,6,...,6,6+1 bir cevre olusturmayacak sekilde
E{e.e,...6} kimesinden bir e, ayriti seg.

(c) Ikinci adim uygulanamaz olunca dur.

Bu agoritma ile G grafinin iki ayrik ayritli agac
bulunabiliyorsa Teorem 3. 6'ya gbre graf
katlanabilirdir.

4, 2. Katlanabilir
Kumesinin Ayrilmasi

Bir Grafin Tepeler

(a) Grafintepeler kiimesinin parca sayisl g'yu oku.
(b) G = (X,E) grafinda Tanim 3. 3'e uygun olarak
H; maksima katlanabilir alt graflari (en fazla
tepe ve ayrita sahip) sapta.

Bir x; tepesine en buyuk agirlikli ayritla bitisik
bir tepe bul. Baslangigta x; - X4 Qiris tepesi
alnir. x; = xq tepesine en biiyiik agirlikla bitisik

(©

ayrit bulunur. Bu ayrit € = (Xg,Xc) olsun. Buna
bitisik iki ayrit da (Xc,Xi) ve (Xm,Xg) ayritlari
olsun.

G grafi Tanim 3. 2'de verildigi bicimde Teorem
2.3'0 saglayacak sekilde buzildr. Acikca ifade
edilirse; Xy tepesi . tepesi ile birlikte ainir.
Diger tepelerin bu iki tepe ile aynmi yonli
iletisimleri olasiligl,

(d)

bgi:ngc* Pei bmg: Pmg
(Xg:Xt) Ve (Xi,Xs) ayrtlar varsa ters yonli iletisim
olasiligl,

bgs= ngt* ptS
ve (Xg.Xo), (XeXi), (Xg.Xi) seklinde geri donussiiz bir
durum varsa olasiligl,

bgi = 2Pgc* Peitpg  olarak hesaplanir.

Boylece G grafinda bir tepe(x. tepesi) bizilmis
olur. Blzilen tepe sayisl < n/q ise ii) adimina geri
don. Aksi halde X; tepe kimes bulunmustur.
Gy = (Xy,Ey) alt grafi belirlenmigtir. | = 1 al. Eger
| <qgise iii) adimnageg. Aksi haldeislemi bitir.

Bu grafta son tepe olan x, tepesine ii) de verilen
islemleri uygulayarak X, tepe kimesini ve
G, = (Xo,E, )grafi belirlenmistir. | =1 +1 a. I<qise
adiminageg. Aksi halde islemi bitir.

(e) Sonug grafta G;'in kaldigl yerden baslayarak ii)
islemlerini uygula. Her n/q tepe biizilmesinden
sonral =1 + 1d. Eger | <.qiseii) ileiglemleri
surdir. Aksi halde tepeler kimesinin X,
X2,..Xq seklinde pargalanisi bitmistir. G grafi
Gy, Gy,...,Gq bigiminde alt graflarla katlanmistir.

Asagida, verilen 9 tepeli, ayritlarina olasiliklar deger
olarak baglanmis grafin yukarida verilen agoritma
ile herbiri 3 tepeli 3 parcayla katlanisi :

12 3
O_Z2 o ¥ ¢
1, 1,
vyl Ju3 Y2

Sekil 1. 9tepeli yonlendirilmis G grafi
V={1,2,34,56,7,89}
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R={1,2,345,6,7,8}
ainirsa;

Sekil 2. G grafinin H atgrafi

O 00 ¢

O—G .
e O—@

L @

OB © QO (&)

Sekil 3. H; atgrafinin dallanmis iki agacl

Sekil 4. 1, 2 tepelerinin buzilmesi. X; = 1, 2, 4
tepelerinin  blzdlmesi sonucu olusan grafta
olasiliklar

P123=1/2.1/3=1/6

PL25=1/2.1/3=1/6

P124= 1/2+1/2.1/3=2/3

1,24

14

Sekil 5. X; = 1, 2, 4 tepelerinin blzilmesi sonucu
olusan grafta olasiliklar

p1,2,4,3:1I6 p1,2,4,5:1/6+2/3'3/4:2/3

P1247=2/3.1/4=1/6

1,2,4

Sekil 6. 1, 2, 4 ve 8, 9 tepelerinin blizilmesi sonucu
olusan grafta olasiliklar

Psgo=1/2.1=1/2

Pess=1/3+1/3.1=2/3

prso=1

7,89

Sekil 7. X,=1,2,4 ve X,=7,8,9 tepelerinin blzilmesi
sonucu olusan grafta olasiliklar
Ps7go =L2+1/2=1 pPg759=2/3
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P124789=1/6
1,24

7,89

Sekil 8. 1, 2, 4 ve 7, 8, 9 ve 3, 6 tepelerinin
buzilmesi sonucu olusan grafta olasiliklar
Pr2a43s = 1/6

Pses = 1/2.1/3+1/2=2/3
P68 = 1/2.2/3=1/3
1,2,4
5/6
1/6
3,6,5
1
7,89

Sekil 9. Tepeleri X,=1,2,4 X,=7,89ve X3=3,6,5
kumelerine ayrilmis, indirgenmis grafta olasiliklar.
P124365= 1/6+2/3=5/6

Pses7se= 2/3.1+1/3=1

5. SONUC VE YORUM

Bir sonlu Markov zincirinin durum uzayinin
boyutunun bilyik olmasi halinde zincir Uzerinde
yapilacak islemler, karsi gelen grafin katlari
Uzerinde yapilip bunlardan elde edilen sonuglar en
son elde edilen indirgenmis grafta yerlestirilirse
genel sonug buradan kolaylikla bulunur.

Matris oyunlari teorisinde, t6demeler matrisinin
elemanlart 0 < &; <1 kosulunu sagliyorsa dogrusal
programlama modeli yazildiginda Ax = b dogrusal
denklem sistemine varilir. A katsayllar matrisi
buylk boyutlu, kare, simetrik olmayan bir matrisise

ve elemanlart 0 < a; < 1 kosullarini sagliyorsa bu
denklem sistemi ayritlarina olasiliklar yerlestirilmis
bir grafla ifade edilir.Bdyle bir denklem sisteminin
¢dziimiinde sisteminin timinu ¢dzmek yerine, karsi
gelen grafin katlar1 ile gosterilen at denklem
sistemlerini ¢ozmek ve olusabilen hatalari sayisal
hesaplama yontemleri ile azaltmak uygulanan bir
yontemdir (Dindar ve Dindar 1998).

Petri Net teorisinde, bir Petri netin glvenilirligi stz
konusu oldugunda yine olasiliksal Petri net graflarla
karsilasilir (Peterson 1996). Petri netin yer ve gegis
durumlari sayisinin bilytk oldugu durumlarda ortaya
¢ikabilecek problemlerde Petri netin timi yerine;
karsi gelen graftan olusturulmus katlardan elde
edilen ¢bziimlerden sonuca varilir.

Yontem olasilik teorisinde pek ¢ok probleme
uygulanabilmektedir. Ornegin, bir  hipermarketi
sabah sekizden aksam yediye kadar ziyaret eden
msterilerin sayisi bir giin boyu gozleniyor ve her
msteriye giriste yas! soruluyor.Elde edilen verilere
gore saatler bir grafin tepeleri ainir , herhangi iki
saatten dncekinden sonrakine bir ayrit cizilir ve belli
bir saatlik peryotta hipermarketi gezip ¢ikan misteri
sayisinin gunlik toplam misteri sayisina orani da
ayritlarin agirliklar1 olarak isaretlenirse olay bir
graflaifade edilir. Bu hipermarkette giin boyu gelen
misterilerden istenen saat araliginda belli bir yas
grubundan olanlarin beklenen degeri  bulunmak
istendiginde calismadaki dustince ile sadece o saat
araligindaki olasiligl hesaplayip beklenen deger
bulunur.
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